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SUMARIO

Este trabalho apresenta um modelo numérico para escoamentos bidimensionaisincompressivel's utilizando
malhas ndo-estruturadas. A metodologia aqui empregada difere da metodologia CVFEM no tratamento dado
ao acoplamento pressio-velocidade e na aproximacdo dos gradientes de pressio. E apresentada uma
comparacao global entre o modelo aqui desenvolvido, a metodologia que emprega os diagramas de Voronoi,
também para mal has ndo-estruturadas, e a metodologia tradicional dos volumes finitos.

INTRODUCAO

Na solugéo numérica de problemas de mecénica dos fluidos,
0 uso de coordenadas generdizadas para geometrias bastante
irregulares apresenta dificuldades, pois o mapeamento do
dominio em uma malha Unica e de qualidade nestas geometrias €
uma tarefa dificil. Uma ds solucfes para este problema é o
emprego da técnica de multiblocos, presente hoje na maioria dos
simuladores comerciais. Outra aternativa € o uso de malhas ndo-
estruturadas onde o método dos elementos finitos se destaca por
apresentar grande versatilidade geométrica, porém, sem garantir
0s principios de conservagdo nos volumes elementares. Portanto,
a utilizacdo de mal has ndo-estruturadas em conjunto com técnicas
gue envolvam o balanco de conservacdo das propriedades nos
volumes elementares resultam em metodol ogias robustas.

Destas observacdes surgiram as metodologias denominadas
Control Volume Based Finite Element Method (CVFEM), das
quais podemos citar as desenvolvidas por Baliga e Patankar
(1988) e Schneider e Raw (1987). As metodologias CVFEM sdo
assim chamadas por utilizarem os balangos de conservagdo no
volume elementar, semelhante a formulagdo tradicional de
volumes finitos, e por absorverem do método dos elementos
finitos a natureza das fungdes de interpolagéo.

Uma forma de se obter os volumes de controle ndo-
estruturados é através do método das medianas, onde os volumes
sd0 gerados a partir de uma triangulagdo. Esse processo de
obtengdo dos volumes é empregado no modelo numérico
desenvolvido neste trabalho e é normalmente encontrado na
metodologia CVFEM desenvolvida por Baliga e Patankar (1988).

O presente trabalho implementa uma metodologia similar a
proposta por Baliga e Patankar (1988). A metodologia dos
Diagramas de Voronoi (Maliska e Vasconcellos, 1998) e a
formulagdo tradicional de volumes finitos (Maliska, 1995)
servem como referéncia para a avaliagdo do desempenho do
método agui desenvolvido. Estas trés metodologias, diferem,
basicamente, na forma de aplicar as fungBes de interpolacdo e no
nimero de pontos em que os fluxos sdo calculados nas interfaces
dos volumes pararealizar os balangos de conservagao.

Nestes métodos, como em outros, a solugdo das equactes €
feita de forma segregada gerando o problema do acoplamento
pressdo/velocidade. Para se resolver este problema so utilizadas
equacdes de correcdo de velocidades nas interfaces dos volumes
em funcdo do gradiente de correcdo de pressdo. Este gradiente
corrige o campo de velocidades tal que a massa segja conservada
em cada volume elementar. Neste trabal ho, uma nova formulagdo

€ proposta para que essa equagdo de corre¢do envolva um nimero
minimo de pontos de pressao.

Dois problemas teste foram escolhidos para a comparacéo
das metodologias: a convecgéo forcada em cavidade quadrada,
com solugdo de referéncia em Guia et a. (1982), e o transparte,
com convecgdo dominante, de um salto na variavel escalar f, com
solugdo analitica aproximada proposta por Raithby (1976).

RevisBo  Bibliogréfica As primeiras  formulacBes
envolvendo volumes poligonais gerados a partir de malhas
triangulares surgiram na década de 70 com Baliga e Patankar
(1980). Solugdes de escoamentos 2D incompressivels, utilizando
0os denominados Polygonal Control-volumes, podem ser
encontrados em Baliga (1978), que ja definia uma nova
metodologia, denominada CVFEM.

As extensdes destas metodologias para escoamentos
tridimensionais surgiram por volta da década de 80. A partir de
entdo, vérios trabalhos de relevancia podem ser encontrados
sobre 0 desenvolvimento destes métodos, especificamente
envolvendo as fungBes de interpolacdo, o procedimento de
solucBo dos sistemas de equagbes, o0 acoplamento
pressdo/velocidade e outros topicos freqlentemente explorados
nos métodos numéricos (Swaminatham e Voller, 1992).

Mais recentemente, os desenvolvimentos e contribuicfes
surgem de trabalhos dedicados ao estudo de formulacbes para
malhas ndo-estruturadas. Entre estes trabalhos podemos citar
Tanigushi e Kobayashi (1991), Marcondes et a. (1995) e Peters
et a. (1997), onde a metodologia desenvolvida é baseada nos
diagramas de VVoronoi.

FORMULACAO

A Construcdo do Volume de Controle pedo Método das
Medianas. Este método consiste em ligar o centro geométrico dos
tridngul os aos pontos médios dos lados dos triangulos. A figura 1
apresenta dois volumes construidos pelo método das medianas.

Figura 1— Volumefinito originado no processo da mediana



Equacbes Governantes. Admitindo o fluido como
Newtoniano e adotando um sistema de coordenadas cartesianas
(%, y), temos, para problema convectivo/difusivo bidimensional
transiente, as seguintes equagdes diferencias:
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As Eq. (1) e (2) sGo as equacBes de conservacdo da
guantidade de movimento em x ey respectivamente. A Eq. (3) éa
equagdo de conservagdo da massa e a Eq. (4) é a equagdo de
conservacdo naformageral paraumavariavel genérica f, onde G
€ o coeficiente difusivo e Srepresenta o termo fonte.

A Eq. (4) pode ser reescritanaforma
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onde J representa o fluxo total e é dado por
J=rVf - GRf (6)

Funcdo de Interpolacdo. A fungfo de interpolagdo tem o
objetivo de aadiar o valor de uma propriedade genérica f na
interface do volume de controle bem como suas derivadas. A
idéia basica da metodologia CVFEM é aplicar esta funcdo de
interpolagdo na direcdo média do escoamento. A figura 2 ilustra
um elemento triangular 123 que compde o volume de controle e
seu novo sistema coordenado alinhado com o escoamento médio.

Para determinar a direcdo do fluxo convectivo médio no
elemento, fazemos uso de uma velocidade média U,,, que pode
ser obtida com uma média simples das velocidades dos nds, u,, e
Vg . Entdo temos
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Conhecendo-se U,, resolve-se o problema convectivo/
difusivo neste novo sistema de coordenadas (X,Y), cuja equagao
governante é dada por
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A solucdo da Eq. (9) fornece a funcdo de interpolagdo
f = Ax+BY+C (20)

onde a coordenada x e 0 nimero de Peclet sdo dados por
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Figura 2— Elemento triangular e seu novo sistema coordenado

onde Xgnax € Xmim SA0 respectivamente os valores maximos e
minimos de X nos pontos 1,2 e 3 dafigura 2.

Discretizac8o das Equacdes para f. Integrando a Eq (5) em
um dos volumes de controle da figura 1, temos
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onde o termo fonte Sé linearizado por (Patankar, 1980)
st = spf +5; (14)

Portanto, para a obtencdo das equagBes aproximadas,
precisamos conhecer as integrais dos fluxos nas interfaces do
volume. De acordo com aEq. (6), o fluxo J pode ser escrito
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onde & ep s0 0s vetores unitarios do sistema coordenado (X, Y).
Os valores das derivadas de f, sdo obtidos através da fungéo

de interpolaco definida pela Eg. (10). Estas derivadas sfo

introduzidas nas componentes do fluxo e resultam em

Iy =1 (U- Ug)Ax +rU(BY +C)- AG (16)

J =rVAx +rV(BY +C)- BG 1)

A integral que fornece o fluxo naface ao, ilustrada na figura
2, pode ser aproximada envolvendo os pontos a, r e 0. Aplicando
a regra de Simpson para estes pontos as componentes J, e J, ,

obtemos, paraaintegral em ao
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A integral que fornece o fluxo na face oc € obtida de forma
andloga, e envolve os pontos o, t e ¢. A integra envolvendo o
termo fonte é aproximada da seguinte forma
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onde A, é a éarea do elemento 123 da figura 2. Agrupando as
equagBes aproximadas para as integrais em ao, oc € termo fonte,
obtém-se a contribuigdo total do elemento 123 referente ao nd 1,
na equagdo de conservacdo do volume de controle

(o] C
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Detalhes das expressdes para os coeficientes D4, Dy, D3 € E;
podem ser vistas em Baliga e Patankar (1988).

Quando a parcela correspondente aos outros elementos for
adicionada e aplicadas as condi¢des de contorno, teremos uma
equacdo agébrica de conservagdo do volume de controle
centrado em 1, conectado a todos 0s seus vizinhos, naforma

Afi =8 A net B (21)
n

Resolvendo o sistema linear obtido através de um algoritmo
adequado, teremos os valores de f determinados em todos os
vértices dos tridngul os, ou sgja, no centro de todos os volumes.

Discretizacdo das Equacdes para u e v. A integral da
equacdo de conservagdo da quantidade de movimento é idénticaa
da equagdo de conservagdo de f, exceto pela presenca daintegral
envolvendo o gradiente de pressao que pode ser aproximada por
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onde o gradiente em P é o gradiente representativo do volume P.

Uma formade avaliar este gradiente é fazélo em fungéo dos
gradientes de cada um dos elementos que compde este volume.
Podemos escrever este gradiente como
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onde o somatdrio € realizado para os i elementos que compde o
volume P. O gradiente em y é calculado de forma andloga usando
Y no lugar de X. A figura 3 mostra os parametros envolvidos no
céculo do gradiente representativo para o volume centrado em P.
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Figura 3— Parametros para o célculo do gradiente de pressdo no volume

Considere os elementos 1 e 2 dafigura 3. Um gradiente em x
caculado no elemento 2 € mais significativo do que aguele
calculado em 1, portanto, devemos atribuir ao gradiente em 2 um
peso maior. Os pesos correspondentes a cada elemento poder&o
ser obtidos através das dimensdes méaximas de cada elemento. Na
formulagdo de Baliga e Patankar (1988) os gradientesem 1 e 2
sdo multiplicados pelas éreas dos el ementos, e portanto, recebem
0 mesmo peso. sso justifica o emprego da Eq.(23).

Para obter os gradientes referentes aos eementos
triangulares i, € necess&rio adotar uma fungdo de interpolagdo
para a pressdo. Essa fungéo de interpolagdo podera ser linear em
cada elemento triangular e determinada pela expresséo

p=dx+ey+f (24)

Maiores detalhes sobre esta proposicdo podem ser
encontrados em Schneider (1998).

Acoplamento Pressdo-Velocidade. A solugdo segregada das
equacles de conservacdo da quantidade de movimento e da

equacdo de conservagdo da massa gera o problema do
acoplamento pressdo-velocidade. Neste item é proposto uma
formulagdo para tratar este acoplamento, onde a equagdo de
correcdo de pressdo é desenvolvida e aplicada de maneira a
simplificar aimplementagdo computacional.

Pelo fato de ser usado um arranjo co-localizado, ou sgja, as
velocidades estdo armazenadas nos centros dos volumes e ndo
nas faces dos elementos, é necessario, inicialmente a
dgtermina(;éo destas velocidades de interface, aqui denominadas
U'¢ pois 0 balango de massa na equagdo da continuidade é feito
com os fluxos calculados nestas interfaces. Podemos obter U’
através da média das eguagdes do movimento para os volumes
centrados em 1,2 e 3. Ent&o, podemos escrevemos u's como
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onde as constantes ¢y, ¢, e ¢; de interpolagdo sdo dadas em fungéo
da posicdo (X)Y) do ponto em que se desga interpolar a
velocidade. A equacdo aproximada para a determinacdo de v'; é
obtida de forma analoga.

Conhecidas as velocidades de interface, é necessario
estabel ecer uma eguacdo de correcéo de velocidades. Como estas
equacdes de correcdo, afetam, como se sabe, apenas a taxa de
convergéncia, podemos propor uma equacdo de correcdo similar
as usadas nos métodos tipo SIMPLE, como

fip’

V= V-df - (26)
Tin

onde V representa as velocidades normais as faces ao e oc da
figura 2. Admitindo para p’ uma fungdo de interpolagdo linear
idéntica aquela estimada para p, podemos escrever

p=dx+ey+f (27)



com isso, aderivadade p’ norma a uma face é dada por
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onde g e g sdo as componntes do vetor normal a face.
lintroduzindo estas expressdes na Eq. (26) resulta

V =V" - DD, p, - DD,p, - DD3p, (29)

onde os coeficientes DD, DD, e DD3 podem ser vistos em
Schneider (1998).

Discretizacdio da Equacdio de Conservacdo da Massa
(Equaco de p'). Integrando a equacdo de conservagdo da massa

no volume de controle dafigura 1 assumindo r constante, temos
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A integral referente ao fluxo de massa na face ao pode ser
aproximadas diretamente por

& Ads=[V.L] 4 (40)
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onde L, € 0 comprimento do segmento ao dafigura2, e V,, €a
velocidade normal a este segmento.

Substituindo a Eq. (40) juntamente com a integral do fluxo
de massa naface oc, que é calculada de forma andloga, obtém-se
a contribuicdo total do elemento 123, na equacdo de conservacdo
damassa, parao volume de controle centrado em 1

(o] C
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O termo fonte presente na Eq. (41) é dado pelo fluxo de
massa cal culado com as velocidades V* das faces dos volumes. A
velocidade V em cada face poderia ser aproximada diretamente
pelavelocidade dos pontosr et . Mas, para este traba ho optou-se
por uma média entre os pontos a,r,0 e o;t,c, representados na
figura 2, usando peso dois para 0s pontos r e t e um para 0s
demais.

Vale lembrar que esta formulacdo, apresentada para a
discretizacdo da equagdo de p’, envolve unicamente valores dep’
armazenados no centro do volume e seus vizinhos, o que difere
da formulagdo sugerida por Baliga e Patankar (1988), onde séo
envolvidos os pontos de pressdo vizinhos dos vizinhos,
dificultando a implementacdo computacional para os pontos de
fronteira e também vizinhos destes.

Condicdes de Contorno. Para completar a modelagem é
necessaria a especificacdo das condicbes de contorno e a
implementagdo das mesmas de forma discretizada, sendo esta
uma das tarefas mais importantes a ser realizada.

Para f prescrito a equagdo do volume de fronteira passa
assumir aforma

f =f presrito (42)
Note que assumindo a equagdo anterior, ndo se esti
garantindo o balango de conservacédo de f, pois para as fragdes de

volume da fronteira ndo ha um balango dos fluxos de f e sm a
imposi¢cdo de um valor prescrito, o que se traduz em um ponto
falho desta metodologia, se for desgjado a realizacdo de balancos
para todos os volumes. Ja para 0 caso da conservacdo da massa
isso ndo ocorre, pois o fluxo de massa na fronteira pode ser
obtido de alguma forma, sgja diretamente pela condicdo de
contorno ou entdo pela estimativa inicial, permitindo que o
volume de fronteira faga parte do sistema de equagdes e a pressio
sgja determinada, permitindo a conservagdo da massa de forma
mais eficiente.

Em caso de fluxo prescrito, a equacdo do volume de
fronteira € normalmente calculada e o fluxo conhecido acrescido
ao termo fonte. As condic¢des de contorno para as componentes
cartesianas da velocidade seguem, em principio, a aplicagdo das
condi¢des de contorno paraf.

RESULTADOS

Malhas utilizadas. As malhas adotadas para a solucdo dos
problemas citados anteriormente podem ser visualizadas na figura
4. Deve-se lembrar que esta € uma das inimeras opgdes de
triangulaco possivel para se discretizar o dominio, pois a
metodologia CVFEM aplicarse muito bem para mahas néo-
estruturadas. Vale lembrar que a figura 4 tém cardter apenas
ilustrativo e ndo representa 0 nimero exato de volumes utilizado.

Figura 4 — Discretizag&o do dominio (triangul agéo para o método das medianas)

Conveccdo forcada em cavidade quadrada. O problema de
convecgdo forgcada de um fluido incompressivel em uma cavidade
quadrada é resolvido para um escoamento bidimensional laminar
e em regime permanente. A cavidade tem dimensdes unitérias e
possui a tampa superior moével com velocidade horizontal
também unitéria, todas as demais vel ocidades sdo nulas nas faces.

As equacles governantes para este problema so as Eq. (1),
(2) e (3), extraidos os termos temporais. Este problema foi
resolvido para dois valores do nimero de Reynolds, Re = 100 e
Re = 1000, com uma maha 29 x 29 volumes. As figuras 5 a 8
apresentam os resultados obtidos.
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Figura 5— Componente horizontal de velocidade em x/L = 0.5, Re =100
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Figura 6 — Componente vertical de velocidade emy/L = 0.5, Re = 100
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Figura 7— Componente horizontal de velocidade em x/L = 0.5, Re = 1000
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Figura 8— Componente vertical de velocidade emy/L = 0.5, Re= 1000

Pelas figuras 5 e 6 podemos verificar que o0 modelo baseado
na metodologia CVFEM apresentou um desempenho satisfatorio
para este caso em particular, uma vez que a solugdo numérica
aproximarse da solucdo de referéncia.

Para Reynolds 1000 ja se observa que a solugéo obtida pela
metodologia estruturada afastase mais da soluco de referéncia
gue as outras lugdes. Uma das causas deste resultado se deve a
difusdo numérica introduzida através das fungdes de interpolacdo
utilizadas nesta metodologia, que, para a malha empregada, sdo
mais pobres do que aquelas utilizadas no CVFEM €V oronoi.

Os resultados de Guia et a. (1976), sdo consideravelmernte
diferentes dos demais resultados pelo fato de utilizar uma malha
mais refinada (129 x 129 volumes).

Transporte, com conveccdo dominante, de um salto na
varidvel escdar f . Para avdiar o desempenho da formulagdo
proposta na solugéo de problemas com convecgdo dominante foi
escolhido o caso do transporte, com velocidade uniforme, de um
salto na variavel escaar f . A eguagdo governante para este
problema é a equacdo (4), excluido o termo temporal e o termo
fonte. A figura9 ilustra o problema.

V/, VCT r”_\> /

Figura 9— Transporte da variavel f , com velocidade uniforme

Este problema foi resolvido para o nimero de Reynolds
igual a 250. Para comparacdo dos resultados obtidos nas trés
metodologias, CVFEM, Voronoi e estruturada , é adotada a
solugdo analitica aproximada, apresentada por Raithby (1976).

As condices de contorno sdo f =1, acima da linha paralela
a0 escoamento e que passa através do centro do dominio e f =0,
abaixo dessa linha. A solugdo obtida é plotada ao longo da secéo
AA’, onde x = 0.25. A solugdo deste problemafoi obtida para q =
0°, q = 26,57°e q = 45° e malha 31 x 31. As figuras 10 a 12
apresentam os resultados obtidos.

1.0}

0.8

0.6}
presente trabalho

o Maliskaet al. (1998)
a  Maliska(1995)
Raithby (1976)

0.4F

0.2}

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

y/L
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Para o modelo numérico aqui desenvolvido, como visto, a
funcdo de interpolacdo é aplicada na direcdo do escoamento, j&
para a metodologia Voronoi e estruturada a funcdo de
interpolacdo é aplicada sempre norma as faces do volume de
controle, que nem sempre estdo alinhadas com o escoamento.
Esta é a provavel razéo pela qual bons resultados foram obtidos
com a metodologia CVFEM.

CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi a implementacdo de uma
metodologia similar a proposta por Baliga e Patankar (1988), e a
comparacdo desta com a metodologia dos Diagramas de Voronoi
(Madliska e Vasconcellos, 1998), que também utiliza malhas ndo-
estruturadas, e a metodologia tradicional de volumes finitos para
malhas estruturadas (Maliska, 1995). O alvo desta comparagdo
foi 0 comportamento do algoritmo proposto neste trabalho em
relacdo aos outros dois. Em todas as formulaghes utilizou-se as
fungdes de interpol agdo basi cas de cada método.

A formulacdo proposta aqui diferenciou-se da formulagéo
proposta por Baliga e Patankar (1988) em alguns aspectos. Uma
contribuicdo deste trabalho estd na formulacdo do acoplamento
pressdo/velocidade, que foi implementado através de uma
equacdo de correcdo de velocidades que envolve um nimero
minimo de pontos de pressdo, facilitando a implementagdo
computacional. Outra contribuicdo esta no célculo do gradiente
de pressdo, que foi realizado segundo os desenvolvimentos
presentes nas metodol ogias que utilizam mal has ndo-estruturadas,
como por exemplo, Maliska (1995) e Cardoso (1997).

Os resultados obtidos neste trabalho mostraram que o
modelo numérico proposto € mais compacto do que outros
métodos que utilizam malhas ndo-estruturadas, como o método
dos elementos finitos, sem perder a generdidade que estes
métodos of erecem.
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ABSTRACT

This paper presents a numerical method for the solution of
2d incompressible fluid flow problems using unstructured grids.
The method uses the control volume approach and the integration
volumes are obtained by the method of the medians. The method
differs from the usual CVFEM in the construction of the
correction equations in the pressure-coupling procedure using the
SIMPLEC method. The solutions of classical test problems are
obtained for evaluation of the methodology in comparison with
similar methodology developed for unstructured grids of Voronoi

type.



