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INTRODUCAQ

A discretizagio do dominio fisico é o passo inicial para a
solugio numérica de uma equaglo diferencial parcial. A dificuldade
em distribuir os pontos da malha no dominio é que isto ¢ feito sem
o conhecimento prévio detalhado do fendmeno fisico. Assim a
malha gerada para a solugio da EDP pode nio ser a melhor, ou
seja, aquela distribuigiio de um niumero finito de pontos que permite
melhor representar o fendmeno fisico. Considere entdo uma malha
que se modifique dinamicamente com a evolugio da solugio da
EDP, sendo que a redistribuigio dos pontos sobre o dominio é
direcionada pela fisica do problema, resultante da evolugiio de sua
solugiio. A 1déia é dispor de uma malha que move seus pontos,
enquanto a solugdo do problema fisico evolui, concentrando-os em
regides de maiores gradientes da solugiio, 4 medida que estas
regides siio identificadas Os métodos usuais empregados para
adapgiio de malhas estruturadas sio revistos por Jucid (1992) e seu
comportamento é apresentado e discutido neste trabalho.

MALHAS ADAPTATIVAS

Trés sfio os principais métodos empregados para adaptagio de
malhas estruturadas.

Método Variacional Este método faz uso de operadores
variacionais para que uma propriedade da malha seja igualmente
distribuida no dominio. Sendo "Q" uma propriedade qualquer da
malha, a integral ponderada que representa a acumulagio desta
sobre o dominio transformado (computacional) é

I=J'Wde M
D

onde dv é um elemento de drea (volume) e "W é uma fungio de
ponderagio para a propriedade que se deseja distribuir de maneira
uniforme sobre o dominio. Esta integral permite 4 malha se ajustar
4 soluglio do problema fisico se W for expressa em fungdo de uma
propriedade fisica do problema:

W = W (p.pReyay,.) (2

Desejando que os volumes da malha sejam distribuidos suavemente
ao longo do domimio (1, ) e sua érea (volume) seja ponderada por
"W" na malha gerada (1,) deve-se empregar o cilculo variacional
para minimizar a integral
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I = J‘l ¥ AJV {3]

onde A, =0 A equaglo de Euler resultante da mimimizagio da
integral (3) fornece o sistema de equagdes necessario & geracio
adaptativa da malha Se o fator de ponderacio é dado por uma
fungio de propriedades fisicas da solugio do problema associado,
a malha ira se adaptar a este(s) campo(s) da solugio.

Método das Funcdes de Controle. Para geradores de malha
elipticos, com equagdes de Poisson,

?IEF=P[ (I*l,l] {4]
o controle do espacamento de linhas coordenadas pode ser feito
através de valores adequados das fungdes P'. Para que as fungdes
P' sejam estimadas a partir do comportamento do campo de
solugies do problema fisico, adaptando a malha a fisica do
problema, estas devem ser avaliadas por

pi. 2 )
L
e um gerador de malhas adaptativo é dado pelo sistema
3 3 3
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onde g” siio as componentes contra-vanantes do tensor métnco da
transformagio de coordenadas e r o vetlor posigho do ponto da
malha

Método de Pseudo-forgas de Atraclo e Repulsio Neste
método adaptative os nos da malha atraem (ou repelem) os nos
vizinhos quando uma medida de erro da soluglio é maior (ou
menor) que a média deste erro, tomada local ou globalmente na
malha. Para que isto seja conseguido imagina-se que cada no da
malha esteja higado a seus vizinhos por dois tipos de molas: de
tensio e de torgio. Sobre o sistema de forgas gerado por estas
molas (ponderadas por uma fungio de uma proprniedade do
problema fisico) ¢ imposta a condigio de equilibrio e o sistema
algébrico resultante resolvido fornece uma nova distnibuiglio dos
pontos da malha

RESULTADOS



Dos processos de adaptagio de malha, o método das pseudo-
forgas envolve um maior nimero de constantes a ser definido a
priori e requer monitoragio constante do algoritmo que determina
as constantes de mola de tensfio e torgiio. Como se pretende um
método adaptativo simples em sua concepglio e de facil
acoplamento aos métodos numéricos de soluglo pressupde-se que
seu controle envolva o menos possivel o usuidno com a definigio
de constantes e ajustes correlatos. Deste ponto de vista apenas o
método variacional e 0 método das fungdes de controle despertam
maior interesse e foram implementados.

A avaliagio dos métodos foi através do estudo de seu
comportamento quando adaptando uma malha retangular sobre um
campo de gradientes de uma propriedade ficticia @ Na solugio de
um problema real deseja-se que as linhas coordenadas se
concentrem em regides de maiores gradientes. Assim o campo de
@, arbitrado, representa o campo de uma propriedade relevante para
o problema fisico ou é calculado por uma fungio que pondere
virias propriedades. Para o estudo foram escolhidos campos de @
alinhados em diregbes definidas. Estes sio definidos pelas equagdes
{7), (8) e (9), onde o é uma constante numérica que define a
amplitude do campo

& = sen(2%) sen2XT) 14 2 ™
L L o
¥ = sen(2Xy v 1 2 (8)
X +m], ., 1 9
MI(L L) 1 - (

Para todos os campos, ®_ /b _ = 20 + 1, 0 que permite
controlar a amplitude de @ no dominio. Para todos os casos o valor
de o foi mantido constante ¢ igual a 100. (s campos acima
determinam distribuigies de @ nas diregdes principais de um
dominio quadrado, de lado unitirio, discretizado por uma malha
com n, volumes na diregiio X e n, volumes na diregiio Y (dominio
quadrado 1x1, 30x30 volumes). As figuras | ¢ 2 mostram o
comportamento dos campos @, ao longo das diagonais principal e
secundéria do dominio, assim com ao longo da coordenada X, para
o campo O,
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Figura |1 - Comportamento de @, ao longo das diagonais

Os métodos adaptativos foram aplicados sobre a malha
cartesiana inicial, para cada uma das distribuigdes de @ acima
definidas, A malha era considerada adaptada quando os residuos
como definidos por Blackbill e Saltzman (1982) fossem menores ou
iguais a 1.0 x 10™ Durante as adaptagdes, os campos 9, ndo foram
regerados para as novas posigdes de malha, permanecendo estaticos,
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Figura 2 - Comportamento dos campos @, e @,
o que corresponde a uma movimentagiio periddica ou alternativa da
malha, sendo a adaptaglio aqui referenciada, aquela que sena
realizada em um intervalo de tempo da soluglo fisica (ou um passo
iterativo). Este detalhe é importante na analise dos resultados, pois
o valor de @ esti associado a0 no da malha e este se mantem sobre
o no. Este fato é significativo quando associado & solugiio de um
problema fisico pois dara indicagbes de como o processo adaptativo
pode distorcer um campo fisico da solugio efou de quando
interromper o processo adaptativo.

Para o método variacional, a andlise dimensional segundo
Kreis et al (1986) sugere que o valor de A, seja da ordem de 8,1 x
10" para o dominio estudado. A malha foi adaptada a cada um dos
campos para valores de A, na faixa 1x 10° < A, < 1 x 10" Parao
método das fungdes de controle, as fungdes empregadas foram da
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onde os fatores A, e A, controlam a adaptabilidade do método,
sendo que se ambos forem iguais 4 zero o gerador de malha é
reduzido ap mesmo caso do processo variacional para A, igual a
zero, ou seja, a geragio eliptica por equagbes de Laplace. Nos testes
os valores de A, e A, foram sempre mantidos iguais entre si e
vanando na faixa 0,25 < A, = A, < 2,00

No método vanacional, para todos os campos @, o efeito de
adaptagdio ao campo sé é percebido para valores A, maiores que
1.0 x 10", aumentado seu efeito a medida que este parimetro cresce,
Observa-se entretanto que o efeito de aumentar o valor de A, e
aumentar a adaptagio da malha ao campo imposto, é obtido em
detrimento da distribuigio uniforme dos volumes das células,
integral I, , como é previsivel pela analise da equagio (3). Ao
mesmo tempo, para a malha estudada, o valor de A, = 1.0 x 10°,
representa um valor miximo para o parimetro de adaptagio.
Valores superiores nio aumentam a adaptagio da malha
{concentragio das linhas coordenadas junto aos maiores gradientes),
mas afetam o processo de solugiio das equagdes de geragio da
malha, induzindo-o a divergéncia

As figuras de nimero 3 a 8 mostram as malhas adaptadas
pelos métodos ao campo @, considerados varios valores de A, e A,
Da distribuigo inicial do campo, seu valor maximo ocorre para X
= 0,25 (i = 7) e ambos os métodos tendem a concentrar as linhas
coordenadas em tomo da sétima linha £ A seqiéncia de figuras
permite avaliar a progressdo dos métodos a medida que a adaptagio
¢ enfatizada em cada um deles.

A comparaglo entre as figuras indica que os dois métodos
obtém aproximadamente o mesmo afastamento entre as linhas ksi
vizinhas 4 £ = 7 (para ¥ = 1/2) quando o método variacional
encontra-se com seu valor de A, miximo & o método das fungies
de controle encontra-se ainda sub-relaxado (A,= 0.75). Se o peso
A, do método das fungdes de controle é aumentado a linha £ = 7
tende cada vez mais para a fronteira e as linhas vizinhas tendem a

(10)
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Figura 6. Mét. das funcdes de
controle, A = 0.25, campo @,

Figura 5. Método variacional,
A, = 1.0 x 10°, campo @,
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Figura 7. Mét das fungdes de
controle, A = 0.50, campo .

Figura B Mét fungbes de
contrele, A = 1.00, campo &,

se colapsar (aparentemente) sobre esta O fato da linha £ = 7 tender
a se mover mais em diregiio & fronteira, indica que 0 campo de @
deveria ser recalculado para as novas posigbes coordenadas do
plano fisico durante a adaptagio ou adaptar a malha com uma
tolerincia menor nos residuos. Isto implica em um tempo
computacional menor para adaptar a malha por este método. Por
outro lado o aumento de ), nfo corresponde a um maior
agrupamento das linhas ksi em tomo de £ = 7. Acareta apenas a
inser¢io de instabilidades na solugio do sistema de geragio da
malha: o residuo € imcialmente reduzido e apds certo valor passa
a oscilar, tendendo a divergir, sem atingir a tolerincia ou causar
deslocamento aprecidvel nos nos da malha

Outra diferenca marcante entre os métodos é que no
variacional, as linhas eta sio distorcidas de tal modo que se obtém
volumes menos angulados junto as fronteiras norte e sul do
dominio. Para 0 método das fungbes de controle estes volumes sio
fortemente distorcidos o que pode causar instabilidade no método
de solugic das EDP's relacionadas ac problema fisico. Esta
distorgiio era esperada, uma vez que foi imposio apenas gradiente
na direglio X, e a malha de partida ja é a solugiio para o sistema de
equagbes de Laplace. Uma possivel solugio seria relaxar a posigio
dos pontos de fronteira permitindo seu deslocamento controlado
sobre esta, procurando eliminar este efeito elou ortoponalizar a
malha junto a fronteira.

O campo @, impde um gradiente na diredo da diagonal

Figura 4 Método vanacional,  Figura 9. Método variacional,
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Figura 10. Método variacional,

A, = 1.0 x 10°, campo P, A, = 1.0 x 107, campo &,
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Figura 12 Mét. das funges de
controle, A = 0.25, campo @,

Figura |1 1. Método vanacional,
A, = 1.0 x 10", campo P,

Figura 13 Mét. das fungbes de
controle, A_=0.50, campo &,

controle, A =1.00, campo @,

principal do dominio e a tendéncia de levar o processo adaptative
a0s mesmos limites anteriores causa a detenonzagio da malha em
ambos os métodos, figuras de nomero 9 a 14 Os volumes se
lomam extremamente angulados e problemas de instabilidade
podem ser insendos na soluglo das EDP's do problema fisico se a
adaptacho ¢ forcada sobre gradientes nesta direclio. Apesar disto
observa-se que os métodos tendem ainda a reduzir os volumes em
regides de alto gradiente e torma-los maiores nas regides de baixo
gradiente, como esperado. O método variacional novamente nio
causa movimentaglo aprecidvel para valores de &, inferiores a 1.0
x 10" e 0 método das fungdes de controle, ainda subrelaxado (A, =
0.25), ja apresenta uma tendéncia aprecidavel de adequaglio da malha
a0 campo. Seguindo esta tendéncia o método das fungbes de
controle deteriora rapidamente a malha. Com valores A, = 0.50 os
volumes na regiio de baixo gradiente j& possuem uma forma de
diamante, extremamente angulados.

O campo @, apresenia a distribuiglo de gradientes mais
complexa e a adaptagio obtida pelos dois métodos encontra-se nas
figuras de nimero 15 a 20.

Para o método variacional a adaptagio comega a ser
aprecidvel para valores de 3, = 1.0 x 10" & a medida que este fator
cresce, os volumes localizados nas regides de menores gradientes
tornam-se maiores e os volumes sio reduzidos nas regides de
maiores gradientes na diagonal principal. A maior adaptagio de
malha foi obtida para o valor de A, igual a 1.0 x 10" Valores
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Figura 15. Método variacional, Figura 16. Método variacional,

A, = 1.0 x 10°, campo D, A, = 1.0x 107, campo D,
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Flgurn 17. Método vanmom] Figura 18 Mét das funcbes de
A, = 1.0x 10°, campo @, controle, A= 0.25, campo @,
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Figura 19 Mét. das fungdes de Figura 20.Mét. das fun¢des de
controle, A= 0.50, campo @, controle, A= 1.00, campo &,

superiores implicam em oscilagio e divergéncia

0 método das fungbes de controle apresenta uma
movimentagd3o apreciavel da malha ainda que sub-relaxado (A, =
0.25). Valores maiores de A, fazem a malha se adaptar cada vez
mais a0 campoe, levando entretanto a volumes angulados na
diagonal principal
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Figura 38 - Tempo de CPU para adaptacio da malha

A figura 3.8 apresenta o tempo computacional consumido
pelos métodos para realizar a adaptagio imposta, lembrando que a
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tolerincia nos residuos foi constante assim como a relagio @,,./P,,.
O tempo refere-se ao tempo de CPU dispendido na rotina de
adaptagio da malha em cada um dos métodos. A maéquina
empregada foi um Convex C-210 e os codigos ndo foram
otimizados.

O campo orientado na diagonal principal, @,, demanda maior
tempo para adaptagiio e pela andlise anterior, o que mais deteriora
os volumes tonando-os angulados. Para este campo o fator A, deve
ser inferior a 0,25 e A, da ordem de 10° Com estes valores o
método variacional consome aproximadamente 3 vezes mais tempo
para adaptar a malha que o método das fungdes de controle.

Para os campos @, e @,, tomadas como referéncias as malhas
obtidas com o método das fungdes de controle para A, = 1.00, o
método wvariacional s6 obtém concentragbes de volumes
semelhantes, para o valor maximo de A, (1.0 x 10" ) ¢ o tempo de
computagio exigido é da ordem de 10 vezes maior, e sujeito a
instabilidade no processo de geragiio da malha. Embora fosse
esperado que o método variacional consumisse mais tempo, em
vista do maior nimero de coeficientes a serem determinados, este
também apresenta uma limitagdio no que diz respeito 4 capacidade
de deslocar a malha a malha original.

CONCLUSOES

De acordo com o observado pela adaptagio da malha original
proposta com os campos de gradientes alinhados em diregdes pré-
determinadas e levando em conta os tempos dispendidos para obter
os deslocamentos de malha, conclue-se que o método das fungdes
de controle apresenta-se como mais eficiente. Ambos os métodos
possuem entretanto tendéncia a distorcer incovenientemente 03
volumes da malha principalmente se o gradiente (ou a fungio peso)
estd alinhado com a diagonal dos volumes da malha inicial. Com
campos alinhados em outras diregies estas distorges ocorrem em
menor grau e poderiam ser evitadas se um método de deslocamenio
dos pontos sobre a fronteira fosse implementado

SUMMARY Adaptive grids are an important tool in numerical
simulations since they can dinamically follow an specific
characteristic of a calculated field The most widely used methods
for their generation are the variational, control functions and
pseudo-forces. This paper presents an analysis of two of these
methods when adapting grids for a specified variable distribution.
Its comes out that the control function method is more efficient
since its requires less efforts in the implementation and in
computing times. It however has the drawback of excessively
distorting the grid in some situations.
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