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Resumo. Este trabalho apresenta um modelo numérico para a solucdo da equagdo de conservacdo de uma varidvel escalar,
utilizando o método dos Volumes Finitos aplicado para malhas ndo-estruturadas. A principal motivagdo para o emprego deste
esquema numérico é a facilidade de adaptacdo das malhas tanto em geometrias complexas e irregulares, como em geometrias
regulares, permitindo que refinamentos locais sejam feitos em regides especificas. A malha empregada e a forma de obtencéo dos
volumes de controle é baseada na discretizacdo por elementos o que facilita a implementagdo computacional. So discutidas
também, aproximacGes numéricas para algumas fungBes de interpolagdo béasicas encontradas na literatura. O esquema
apresentado é comparado com outros esquemas numeéricos que utilizam malhas ndo-estruturadas.

Palavras chave: métodos numéricos, mal has nao-estruturadas, escoamento de fluidos.
1. Introducéo

A discretizag@o de dominios arbitrérios em uma malha tnica e de qualidade sempre representou uma dificuldade no
uso dos métodos numéricos. Esta dificuldade torna-se ainda maior caso um refinamento local se faca necessario. A
alternativa mais difundida é subdividir o dominio e resolver o problema em blocos acoplados, usando a técnica de
multiblocos. Esta técnica requer uma eficiente iteragdo entre as interfaces comuns aos blocos durante a solugdo do
problema, o que pode representar uma dificuldade a mais para a convergéncia numérica. Como alternativa existe a
possibilidade de mapear a geometria em uma malha Unica e ndo-estruturada. Muitos desenvolvimentos tém sido feitos
neste sentido e varias formulagdes surgiram para abordar este problema (Baliga e Patankar, 1980; Schneider e Raw,
1987; Taniguchi e Kobayashi, 1991; Maliska, 1995; Mathur e Murthy, 1997).

A disponibilidade de técnicas hibridas, que relinam as qualidades de praticidade e generalidade ao mesmo tempo é
seguramente, uma tendéncia dos métodos numeéricos atuais. A grande capacidade computacional disponivel hoje em
pequenas unidades de processamento, propicia o emprego dos métodos numéricos em um grande nimero de problemas
de engenharia (Heinemann e Brand, 1989; Quandalle, 1993; Maliska e Vasconcellos, 2000, Sammon, 2000). Portanto, é
fundamental nos desenvolvimentos numéricos que se tenha maior versatilidade na discretizagc&o de dominios, na medida
em que cresce a complexibilidade dos problemas abordados.

A obtencdo dos volumes de controle em uma malha ndo-estruturada pode ser realizada de vérias formas. Uma delas
é considerar como volumes os proprios elementos que compde a malha. O outro é obter os volumes a partir do centro
geométrico dos elementos poligonais que compde a discretizagao.

No presente trabal ho é apresentada a discretizagdo por elementos unidirecionais, que consiste em obter o volume de
controle a partir de um conjunto de elementos losangulares, delimitados por dois centros de volumes e uma area, em
gue se integram as equagdes. Cada elemento contribui individual mente com um conjunto de coeficientes para a equagdo
discretizada do volume de controle. O posicionamento dos pontos de integracdo em cada elemento também é
fundamental para minimizar o erro numérico introduzido pela aproximagao.

A discretizagdo por elementos, longamente empregada no Método dos Elementos Finitos, facilita a obtencéo das
equagdes aproximadas e normaliza a implementacdo computacional. O resultado € uma maior qualidade do processo
computacional, pois, os algoritmos sdo naturalmente desenvolvidos em etapas, diminuindo a ocorréncia de erros de
programacdo. O presente trabalho propde a solugdo numérica da equacdo de conservacdo de uma varidvel escalar
através de uma metodologia que emprega uma malha ndo-estruturada. Metodologias que usam malhas néo-estruturadas
(Schneider e Raw, 1987; Maliska e Vasconcellos, 2000), servem como referéncia para a avaliagdo do desempenho da
formulagado proposta.
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Para validar os esquemas numéricos apresentados e realizar as comparagdes de desempenho, o problema teste
escolhido foi o transporte, com conveccdo dominante, de um salto em uma varidvel escalar, com solucdo analitica
aproximada dada por Raithby (1976).

1.1. Revisdo Bibliogr &ica

As primeiras formulagdes usando malhas triangulares para geracéo de volumes de controle surgiram no final da
década de 70 einicio da década de 80, propostas por Baliga e Patankar (1980). Nesta metodologia, o principal atrativo é
aversatilidade oferecida pela mal ha, formada basicamente por elementos triangul ares.

Na Figura (1.a) temos um volume de controle obtido segundo esta metodologia. Partindo da triangulag&o de
Delaunay, comum no método dos elementos finitos, os volumes de controle sdo gerados apartir do método das
medianas, onde une-se o0 centro geométrico do tridngulo P12 da Fig. (1.a) ao ponto médio das faces. Varios elementos
triangulares similares ao elemento P12 formam o volume de controle centrado em P. Cada elemento triangular contribui
com dois pontos de integracéoip; eip, no balanco de conservacao do volume P.

O emprego desta metodologia progrediu modestamente dentro do Método dos Volumes Finitos pela preferéncia no
uso de coordenadas generalizadas para a discretizacdo do dominio (Maliska, 1995). A rgpida difusdo no uso de
coordenadas generalizadas em Volumes Finitos se deu devido a facil geragdo das malhas utilizadas, que neste caso sdo
estruturadas e obtidas através de algoritmos simples.

(© (d)
Figura 1. Diferentes construgdes de volumes de controle em malhas ndo-estruturadas.

Procurando manter a praticidade na geragdo da malha, Schneider e Raw (1987) propuseram a obtencdo de um
volume de controle semelhante a0 proposto por Baliga e Patankar (1980), baseado em uma malha formada por
quadrilateros, muito semelhante a discretizagdo em coordenadas generalizadas. O grande destaque nesta metodologia é
0 acoplamento introduzido nas equagdes de modo a melhorar o processo de convergéncia.

A Figura (1.b) ilustra a obtencdo de um volume elementar segundo esta metodologia. Os volumes de controle
também sdo obtidos unindo o centro geométrico do quadrildtero P123 da Fig. (1.b) ao ponto médio das faces.
Novamente, elementos quadrilateros similares ao elemento P123 formam o volume de controle centrado em P. Neste
caso, um sistema coordenado local se faz necessario para implementacdo das aproximagdes, o que flexibiliza a malha e
elimina a obrigatoriedade de se ter um niimero fixo de pontos nas direcdes coordenadas, o que difere dos esquemas em
coordenadas generalizadas. Cada elemento quadrildtero também contribui com dois pontos de integragcdo ip; € ip; no
balanco de conservagéo do volume centrado em P.

As metodol ogias que empregam mal has ndo-estruturadas continuaram a se desenvolver na Ultima década motivadas
pela necessidade crescente de discretizacdo de dominios cada vez mais irregulares e arbitrarios, dificilmente abordado
com eficiéncia no emprego de coordenadas generalizadas. O uso de formulagfes baseadas em malhas triangulares,
como os Diagramas de Voronoi (Taniguchi e Kobayashi, 1991; Maliska e Vasconcellos, 2000) se destacam por
apresentarem versatilidade de discretizagdo e baixa complexibilidade computacional, quando comparados a outros
métodos que utilizam malhas ndo-estruturadas.

A Figura (1.c) representa um volume de Voronoi. Neste método os volumes sdo obtidos através da mediatriz dos
segmentos que determinam a malha. O volume de controle é obtido tracando-se a mediatriz do segmento P1 da Fig (1.c)
e amediatriz de todos os outros segmentos ligados ao ponto P. Cada segmento contribui com um ponto de integracdoip
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no balanco de conservacdo. Os volumes de Voronoi possuem a particularidade de sempre possuirem faces
perpendiculares aos centros dos volumes e |ocalizadas sempre no ponto médio destas faces.

A generalizagéo da discretizacdo de dominios através de poligonos convexos arbitrérios pode ser encontrada em
Mathur e Murthy (1997). Esta metodol ogia emprega uma mal ha bastante versétil e muitos desenvolvimentos em malhas
néo-estruturadas séo baseados nesta formulagéo.

A Figura (1.d) ilustra uma discretizaggo usando poligonos arbitrarios. Neste caso o volume de controle é o préprio
poligono que compde amalha. A aproximacéo é realizada em cada face do poligono P. O ponto de integracéo ip da Fig.
(1.d) ndo necessariamente é o ponto médio entre o centro dos volumesP e 1.

Atualmente, € crescente 0 interesse pelo desenvolvimento e aprimoramento dos métodos em malhas ndo-
estruturadas, pois € grande o nimero de problemas de engenharia em que se aplicam as discretizagdes arbitrarias (Hegre
et al. 1996; Heinemann e Brand, 1989; Quandalle, 1993; Maliska e Vasconcellos, 2000). O destaque nas metodologias
(Taniguchi e Kobayashi, 1991; Maliska e Vasconcellos, 2000; Mathur e Murthy, 1997) esta na facilidade de geragéo
das malhas e o baixo custo computacional, quando comparado a formulagdes mais complexas (Baliga e Patankar, 1980;
Schneider e Raw, 1987). Isso motivou o desenvolvimento da presente proposta, que € uma formulagdo em malhas ndo-
estruturadas, baseada na construcéo dos volumes de controle por elementos unidirecionais, conforme detal hado a seguir.

2. Formulagéo Basica

A formulagdo porposta neste trabalho é baseada nos desenvolvimentos das metodologias apresentadas
anteriormente e tem sua fundamentacdo descrita em Schneider e Maliska (2001). A principal motivagdo aqui € pelo
desenvolvimento de uma metodologia em malhas ndo-estruturadas que seja menos dispendiosa computaciona mente,
facilitando a implementac&o dos algoritmos, similar as metodologias discutidas em (Mathur e Murthy, 1997; Maliska e
Vasconcellos, 2000). A caracteristica fundamental é a flexibilidade na geraco da malha e a discretizag@o das equagdes
por elementos unidirecionais, que além de facilitar o desenvolvimento do codigo, diminui a incidéncia de erros de
programacao, pois, é desenvolvida naturalmente em etapas. Os desenvolvimentos seguem os principios de conservacdo
do Método dos Volumes Finitos aplicado a mahas ndo-estruturadas. Sdo também discutidas as aproximagdes para
algumas fungBes de interpol agéo béasicas naliteratura.

2.1. Construcéo do Volume de Controle e Elementos Unidirecionais

A idéia béasica é obter os volumes de controle a partir de uma discretizacdo arbitraria qualquer conforme ilustra a
Fig. (2.8). A primeira aternativa € aplicar o método das medianas, ou seja, unir o centro geométrico de cada poligono
ao ponto médio das faces obtendo os volumes de controle conforme ilustra a Fig. (2.b). E importante destacar que este
procedimento ndo é inflexivel. Os pontos que delimitam os volumes ndo precisam ser necessariamente o centro
geométrico dos poligonos, o que permite a correcdo de possiveis discrepancias geométricas da malha. A segunda
alternativa, ilustrada na Fig. (2.c), é considerar como volumes os préprios poligonos decorrentes da discretizac8o. Esta
alternativa € menos atraente do que a primeira, pois apresenta uma distribui ¢do menos homogénea do tamanho das faces
e do tamanho dos proprios volumes, mas pode também ser aplicada (Mathur e Murthy, 1997). Note ainda que o nimero
de informagdes armazenados computacionalmente é o0 mesmo para ambas as construcdes, pois, além de armazenar 0s
valores dos n6s da mal ha, os centros dos poligonos também precisam ser conhecidos de algumaforma.

(@ (b) (©)
Figura 2. Discretizagéo arbitraria e construcdo dos volumes de controle.

Observe que apbs construido, o volume de controle é formado por elementos de formato losangular, do tipo Palb
mostrados nas Fig. (3.8) e (3.b). Estes elementos sdo delimitados por dois centros de volume e um vetor &rea. O
elemento Palb, através do segmento P1, promove a ligagdo entre os volumes de controle centrado em P e em 1, por
isso estes elementos séo aqui denominados unidirecionais. Cada elemento unidirecional Palb possui um Gnico ponto de
integracdo. A posicdo do ponto de integracdo deve ser observada por delimitar as distdncias envolvidas nas
aproximacdes e, principalmemnte o tamanho do volume de control e, importante em problemas com termos fonte.

As Figuras (3.c) e (3.d) ilustram dois elementos que foram extraidos dos volumes de controle representados na Fig.
(3.a) e (3.h), respectivamente.
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(c) (d)

Figura 3. Volumes de controle e el ementos unidirecionais.

E importante aqui destacar algumas particularidades. Os pontos a e b da Fig. (3.¢) e (3.d) determinam a &rea efetiva
de troca de fluxo referente ao elemento P1, que é também a soma dos vetores &rea dos segmentos aip € ipb.,

representada pelo vetor &rea A sobre o ponto de integragdoip e ndo necessariamente paralelo aP1.

Note que esta &rea pode ser aplicada sobre um ponto de integracdo ip, fora da interseccdo dos segmentos ab e P1,
sem prejuizo de magnitude. E ainda, qualquer posi¢cdo em que o ponto de integracdo estiver localizado, ou qualquer que
seja o formato da curva que define os segmentos ajp € iph, N&o se altera a érea efetiva de troca de fluxo, representada
pelo vetor A. Conseqlientemente, no uso de termos fonte envolvendo uma quantidade do sub-volume, esse valor pode
ser %2 de Palb, ndo sendo necessario o calculo parcial dos sub-volumes.

Portanto, conforme ilustra as Fig. (3.c) e(3.d), sera adotado aqui que o ponto de integracéo onde sdo aproximados
os fluxos esta localizado no ponto médio do segmento P1 e que as parcel as referentes as quantidades em massa de cada
sub-volume é%2 de Palb.

A principio pode-se néo perceber a vantagem em se definir o losango Palb daFig. (3.a) e (3.b) como um elemento.
Porém, todo o processo de discretizagdo ficara concentrado nesta Unica célula, que, uma vez implementada, sera
aplicada atodo o dominio, normalizando o processo computacional .

2.2. Equacéo governante

Admitindo conhecido o campo de velocidades e adotando um sistema de coordenadas cartesianas (x,y), temos, para
0 problema convectivo-difusivo bidimensional transiente, a seguinte equacdo de conservagdo para uma variavel

genérica f

1(rf)+l(ruf)+1(rvf):1§;f E9+1%f Eg+5f D
Tt x Ty xe TXo ﬂyg yg

onde G é o coeficiente difusivo, S representa o termo fonte, r é a massa especifica do fluido e t o tempo. Condensando
os fluxos advectivo e difusivo em um Unico termo, a Eq. (1) pode ser reescritanaforma

q e
—(rf)+N\J)=S 2
)+ @
J=rVf - G'Nf (3)

onde J representa o fluxo total (advectivo e difusivo) e V é o vetor velocidade.
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2.3. Discretizag8o das equagdes par a f

A integracdo da equacdo de conservacdo, Eq. (2), segue a formulagdo basica das metodol ogias em Volumes Finitos
para mal has nédo-estruturadas. Estaintegracéo é realizada sobre o volume de controle P, representado na Fig. (3.a). Note
que este volume é formado por véarios elementos do tipo P1, que contribuirdo individualmente para obtencdo das
equacdes aproximadas de cada volume. O sub-volume de controle Paipb, representado na Fig. (3.c), € parte do volume
de controle no qual é realizada aintegracdo. O elemento P1 contribui no balancgo total da propriedade f do volume com
o fluxo J, calculado no ponto de integragdo ip da Fig. (3.c). Portanto, integrando a Eq. (2) no volume de controle P,
temos

b
M. f, - M2 N 6]dA ) (\_55de+ é  contribuigio de outros 0 (4
Patpb

0
Dt h € elementos associadosao n6 P 0

onde M representa a massa do volume de controle. Detalhes desta integracdo podem ser vistos em Schneider e Raw
(1987). Introduzindo a Eq. (3) na Eq. (4) e admitindo constantes osvalores der e G, temos

Mf - M2F2 . T DV by ¢ contribuico deoutros
PP PP f - - . = 5
Dt +r (V'A)Ipf ip G (Nf 'A)Ip (SPf ip + Sc) 2 + @elementos associadosao N6 P {j o ©®

Quando as parcelas correspondentes a todos os elementos forem adicionadas e aplicadas as condigdes de contorno,
teremos uma equagdo algébrica de conservacdo do volume de controle centrado em P, conectado a todos os seus
vizinhos, naforma

AifizéAnbf e T B 6

ondei indica o nimero do volume de controle e nb os volumes vizinhos. Resolvendo o sistema linear obtido através de
um algoritmo adequado, teremos os valores de f determinados em todos os vértices dos poligonos que compde a
discretizacdo da Fig. (2.b), ou no centro dos poligonos que compde a discretizacdo da Fig. (2.c), ou seja, no centro de
todos os volumes.

O tratamento dado as condic¢des de contorno dependerd do tipo da discretizacdo escolhida, conforme ilustrado na
Fig. (2), e serd apresentado adiante. Na solucdo dos sistema linear vale ressaltar que a matriz de coeficientes em uma
malha ndo-estruturada apresenta banda variavel, e portanto, a escolha do tipo de algoritmo de solucdo deve ser
criteriosa. O uso de esguemas de solugdo mais simples como os iterativos pode ser uma alternativa interessante quando
a solucdo do problema é néo-linear, ou esta se aplicado algum tipo de esquema multigrid. Nestes casos, a solucdo final
depende de um processo iterativo e a matriz de coeficientes é corrigida a cada iteragdo, ndo sendo necessaria portanto, a
solucéo exata desta matriz nas iteragdes intermediérias.

2.4. Funcéo deinter polagdo

A func¢do de interpolagdo tem o objetivo de avaliar o valor de uma propriedade genérica f nainterface do volume
de controle bem como suas derivadas. Tradicionamente o Método dos Volumes Finitos utiliza duas fungdes de
interpolacdo para esta tarefa: uma para determinacdo dos valores das derivadas de f e outra para a determinagdo dos
valores de f nas interfaces de integragdo. Normalmente, na avaliagdo das derivadas é suficiente o uso de um esquema
de diferengas centrais, e na avaliagdo de f, emprega-se algum mecanismo que considere os efeitos convectivos do
problema, na maioria das vezes em fungé@o do nimero de Peclet da malha.

Para esta proposta, a discretizac8o da equacdo de conservagdo resultou na Eqg. (5), onde precisam ser determinadas
as expressdes aproximadas para f nainterface de integragéo (fip), e parao vetor gradiente formado pelas derivadas de f
(ﬁ). Portanto apresentaremos a fungdo de interpolacéo em duas etapas: avaliagdo das derivadas de f e avaliagéo de f
nos pontos de integragéo.

A idéiabasicaé aplicar afuncéo deinterpolagéo para o elemento unidirecional representado naFig. (3.c), dentro do

mesmo enfoque usado nas metodologias (Baliga e Patankar, 1980) e (Schneider e Raw, 1987), que fazem uso de
elementos triangulares e quadril ateros para discretizacdo, através de fungdes peso.

2.4.1. Avaliacédo das derivadas de f

Considere inicialmente a Fig. (4.a) que ilustra o elemento 12 que compde o volume de controle da Fig. (3.8). O
objetivo aqui é determinar uma expressdo para o gradiente de f, escrito no sistema de coordenadas cartesianas (x,y) e
posteriormente aplica-lo na equacdo de conservacdo discretizada, dada pela Eq.(5). Paraisso escrevemos uma fungéo de
interpol agéo da seguinte forma
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f(x,y)=NF, +NF, M

onde F; e F, sdo os valores de f armazenados nos nés do elemento, e N; e N, sdo as fungdes peso, semelhante as
funcBes apresentadas em Schneider e Raw, (1987), 14 denominadas shape functions, decorrentes de uma transformagao
de coordenadas. Note que a Eq.(7) é escrita em duas coordenadas para facilitar a obtencdo das expressdes das derivadas
de f em x ey, e posteriormente comporem o vetor gradiente. Portanto, a Eq.(7) € uma funcdo de interpolagéo
bidimensional, onde dispdem-se somente de dois nds para sua construcéo.

(@ (b)

Figura 4. Elementos unidirecionais e os par@metros difusivos.

A idéiaentdo é construir umafuncéo plano, naformade umarampabidimensional entre osvalores de F; eF,, que
apresente gradiente maximo na diregdo do vetor drea do elemento 12 ilustrado na Fig. (4.d), e gradiente nulo na direcéo
perpendicular. Dai araz&o em denominar os elementos como unidirecionais. Portanto, esta funcgéo fornece

N, =[(X, - X)X+ (Y, - Vu) Y+ (X, - X)X, + (Y, - V,)Y,)] /DET ®)
N, = [(X, - X)X+ (Y, - Va)Y + (X, - X)X, +(Y, - V,)y,)] / DET )
DET :(X2 - Xl) (Xb - Xa) +(y2 - yl) (yb - ya) =LA cosa (20

Note que existe também a opgdo de se escrever esta fungdo rampa em outras diregdes, por exemplo, alinhada com a
direc8o do segmento 12, representada na Fig. (4.b), que fornece valores diferentes para os coeficientes Ny e N,. 1sso
decorre de estarmos assumindo uma variagdo unidirecional da propriedade f, da mesma forma empregada na
formulacdo tradicional do Método dos Volumes Finitos (Maliska, 1995) e na metodologia dos diagramas de V oronoi
(Maliska e Vasconcellos, 2000). Nas metodologias (Baliga e Patankar, 1980), (Schneider e Raw, 1987) e (Mathur e
Murthy, 1997) este fato ndo ocorre devido a utilizagdo de mais de dois pontos nodais para esta aproximacao, definindo
melhor a fungdo bidimensional.

A escolha de qual direcdo utilizar na construgdo da funcdo rampa depende da direcdo real do fluxo, que é
desconhecidaapriori (Heinemann e Brand, 1989). Para 0 esquema numérico aqui desenvolvido, admite-se que afuncgéo
rampa tera a forma da Fig. (4.a) e os coeficientes N; e N, dados pelas Egs.(8) e (9), o gradiente maximo fica portanto
estabelecido na direcdo do vetor area. Assim, a componente do gradiente perpendicular ao vetor area é sempre
multiplicada por uma area nula, permitindo o uso da fun¢éo rampa naintepolagdo sem prejuizo daformulagdo, como na
metodol ogia dos diagramas de VVoronoi (Maliska e Vasconcellos, 2000).

Esquemas numéricos semelhantes ao adotado, que empregam malhas ndo ortogonais e usam apenas dois pontos
para a avaliagdo dos fluxos so utilizados na simulacdo de reservatdrios e baseiam-se no conceito de transmissibilidade
(Abdou et al., 1991; Peaceman, 1996; Sammon, 2000). Segundo Heinemann e Brand (1989) o fluxo calculado fica
sujeito a dois erros: um erro de ordem (L?) decorrente da aproximagao linear da derivada, e outro erro envolvendo os
cosenos dos angulos que o fluxo real e o vetor area fazem com o segmento 12. O préximo passo € a obtencdo da
expressdo que fornece o vetor gradiente def. Paratal, derivamos a Eq.(7) em relacéo a (x,y) obtendo

N, N (1)
06Gy) T6y) 5 Txy) C




Proceedings of the ENCIT 2002, Caxambu - MG, Brazil - Paper CIT02-0346

Considerando as Egs.(8) a(11), o vetor gradiente é escrito como

Nf’:(xb' Xa)'+(yb'ya)1(|:2_ F) (12
LA cosa

O produto escalar do vetor gradiente pelo vetor area, presentana Eq.(5), € (Peaceman, 1996)

A (Fz' Fl)
COosa L

A=

Z

(13)

onde a é o angulo entre o vetor area e o0 segmento 12, representado na Fig. (4.d). A parcela da Eq.(13) correspondente
ao inverso do coseno de a varia conforme a escolha da dire¢do da fungdo rampa. No caso de se optar pela fungédo

representada na Fig. (4.b) que admite gradiente méximo na direcdo do segmento 12, esta parcela é dada por cos a
(Heinemann e Brand, 1989; Peaceman, 1996).

2.4.2. Avaliacdo def nos pontos de integracédo

Para a determinacdo dos valores de f no ponto de integracdo, varios métodos podem ser aplicados. Os dois
primeiros esquemas aqui apresentados, UDS e CDS, seguem os desenvolvimentos da literatura e servem como base para
a andlise dos outros que serdo propostos. Considere inicialmente a Fig. (5) que representa o elemento 12 e seu ponto de
integracdo ip.

Figura 5. Elemento unidirecional e os par@metros convectivos.

Usando séries de Taylor em torno do ponto de integracéoip, o valoresde F ; e F, podem ser cal culados por

= - ﬁ ﬁ M_ 19
F,o=f, e ip(L/2)+ |~ 2 ot

_ Kit 1% (L/2)° (15)
F, f“’+_ﬂn ip(L/2)+ﬂnz ip—z +ot

A partir destas expressdes temos 0s seguintes esguemas

- Esquema UDS. Neste esquema, bastante difundido na literatura, o valor de f no ponto de integracéo é dado pelas
Egs. (14) e (15), assumindo um erro de primeira ordem. Portanto temos

f,=F, ., plcosb>0 (16)

ip

f,=F, , plcosb<0 (17)

p

- Esquema CDS. Neste outro esguema, também muito usado na literatura, o valor de f no ponto de integracédo é
dado pela soma das equagdes Eq. (14) e (15), assumindo um erro de segunda ordem. Ent&o temos

f- =F1+F2

o 5 (18)
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- Opcéo 1. Considerando um valor amontante de f;,, representado por f, naFig. (5) e alinhado com aorientagéo s
do vetor velocidade, temos, usando a série de Taylor em torno do ponto de integragdoip, a seguinte expressao

ip

T L/ (19)
(L/2) P 5 ot

ip ip

Assumindo um erro de primeira ordem na equagéo acima e aproximando o valor de f,, como umamédia ponderada
dosvaloresdeF 1 eF,, baseadas no angulob daFig. (5) (Schneider e Maliska, 2001), temos

1+ cosb
f, =f . fp=aF, +1-aF, :% (20)
Portanto, a Eq. (20) fornece o valor de f;, como sendo uma média entre os valores de F; e F, baseada no angulo
gue o vetor velocidade faz com o segmento 12. Como o afastamento do ponto up emrelacdo aip é exatamente L/2, esta
média angular fornece exatamente o mesmo valor de f,, dado pela Eq. (7). Este esquema pode ser entendido como um
Skew de dois pontos (Skew2-UDS).

- Opcao 2. Uma segunda opgao é assumir na Eq.(19) um erro de segunda ordem. Para isso é necessario determinar
o valor da derivada de f na direcéo s, representada na Fig. (5). Esta derivada pode ser tratada explicitamente e dada
pelo produto escalar do vetor gradiente, calculado na Eq. (12), pelo vetor unitario s. Assim, substituindo as expressoes
na Eq. (19), temos

0 0

fio=fp+ cosb% (21)

onde o valor de f,, € dado pela Eq. (20). Note que, caso o termo tratado explicitamente seja incluido implicitamente, a
Eq. (21) simplifica-se e torna-se a Eq. (18), representando o esquema CDS. E ndo poderia ser diferente, assumindo que
ainterpolagdo de fy, € linear e representada pela Eq. (7), e que o vetor gradiente também o €, a0 somarmos a variagéo
de f do ponto up ao pontoip, estamos deslocando o valor de f sobre afuncgdo dada pela Eq. (7), o que fornece ao final
do deslocamento, a média dos valores de f nodais. A correcdo explicita em um esquema de interpolacdo de primeira
ordem, que origina, na convergéncia do processo numérico, um esquema de segunda ordem. Este mecanismo é
conhecido naliteratura como corregdo adiada.

- Opcao 3. A proposta agora é determinar o valor da derivada de f na direcdo s, através da prépria equacgéo de
conservacdo dada pela Eq. (2), e substitui-la na Eq. (19), obtendo uma aproximagéo de segunda ordem. Este esquema é
conhecido também como a funcéo completa. A Equagéo (2) pode ser reescritanaforma

E i?GfNZf +S - ﬂf@ (22
s rve ﬂtH

Substituindo a equacdo acimanaEq. (19) e assumindo um erro de segunda ordem, temos

fip _f up (L/Z)S 2f + g -r EU (23)

Tt H

Assumindo a solugdo em regime permanente para a Eq. (23) e considerando nulo o termo fonte, pode-se aproximar
o termo difusivo restante por diferencas centrais da seguinte forma

offeg Fr ZntFe (24)
(L/2)?

Substituindo esta expressdo na Eq. (23) e reagrupando, temos a expressdo que fornece o valor de f no ponto de
integracédo ip, como
_Pef  +F +F, (25)

fio
(Pe+2)

onde o valor de f, € dado pela Eq. (20) e o nimero de Peclet baseado na malha é dado por
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Pe = W(Gﬂ (26)

Note que, na Eq. (25) avariagao do nimero de Peclet fornece

f :% p/(Pe® 0) = (CDS) 27

ip

fo=f p/(Pe® ¥) = (Skew2-UDS) (28)

ip up
2.5. Condicdes de Contorno

A aplicacdo das condi¢des de contorno dependera do tipo da discretizagdo escolhida, conforme ilustrado na Fig.
(2.b) e (2.c). Considere primeiramente 0 caso em que a opg¢ao de discretizacdo € a configuragdo dada pela Fig. (2.b). Os
volumes que se encontram na fronteira do dominio tem seus centros localizados sobre essa fronteira. Portanto, para f
prescrito a equacdo do volume de fronteira passa assumir aforma f = fpregyrito. EmM caso de fluxo prescrito, a equagéo do
volume de fronteira € empregada e o fluxo conhecido acrescido ao termo fonte.

No segundo caso, onde a discretizagdo adotada € dada pela configurac8o da Fig. (6), os volumes gque se encontram
na fronteirado dominio ndo teréo seus centros localizados sobre afronteira.

Figura 6. Volume de controle de fronteira com centro interno ao dominio.

Neste caso, se 0 valor no contorno é fpresrito, @ €quUacdo de conservagdo do volume de fronteira B, representado na
Fig. (6), ter as contribuicdes referentes aos n6s 1,2,3 e mp, realizadas de acordo com a Eq. (5), observando que o ponto
mp é o ponto médio da face pertencente a fronteira. O valor de f .y, € tratado explicitamente, onde f = fpresrito, € UMA
parcela sera adicionada ao termo fonte. Em caso de fluxo prescrito procede-se da mesma forma como no caso anterior,
na equacdo do volume de fronteira é acrescido ao termo fonte o fluxo conhecido.

3.Resultados

Para avaliar o desempenho da formulac&o proposta o problema teste escolhido foi o transporte, com velocidade
uniforme, de um salto na variavel escalar f. A equagdo governante deste problema é a Eq. (1), excluido o termo
temporal e o termo fonte. A Figura(7) ilustra o problema.

|A
/’ )
o \_,—/
~ e o4 -
L ).
kV F=0 /
= |WJEoh
e el B
T e
A A

Figura 7. Transporte davariavel f, com velocidade uniforme.

A Figura (8.b) ilustra o formato da malha usada na obteng&o da solugéo, onde variou-se o nimero de volumes em
cada uma delas. A solugdo do problema foi obtida para g = 0°, q = 26,57° e q = 45°, e tamanhos da malhas aleatérias
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iguais a 213, 437 e 833 volumes internos. Para a obten¢éo dos volumes de controle da discretizagdo representada na
Fig. (8.b), optou-se pelo método das medianas descrito anteriormente.

Os resultados obtidos nesta formulacdo também foram comparados com os resultados de outras metodol ogias
(Maliska e Vasconcellos, 2000; Schneider e Raw, 1987), utilizando a discretizacdo na forma dada pela Fig. (8.a). Como
referéncia, € adotada a solugao analitica aproximada apresentada por Raithby (1976).

@ (b)
Figura 8. Formato de malhas utilizados na solug&o do problema proposto.

O problema teste foi resolvido para o nimero de Reynolds Re=250. As condi¢des de contorno do problema
ilustrado na Fig. (7) sdo f =1, acima da linha paralela ao escoamento e que passa através do centro do dominioe f = Q,
abaixo dessa linha. A soluc@o obtida é apresentada ao longo da sego AA’, onde x = 0,25. As Figuras Q) a (11)
apresentam os resultados obtidos.

0.8 087

0.6 06}

('S 'S

0.4 —— 213 volumes 04 f —— 213 volumes

—— 437 volumes —— 437 volumes

0.2 — 833 volumes 02| — 833 volumes
—— Raithby (1976) — Raithby (1976)

0 or
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
ylL yiL
(a) - Perfildef,x=0.25,q =0, (b) - Perfil de f, x = 0.25, g = 26.57°,
Re = 250, malha aleatéria. Re = 250, malha aleat6ria.

06 |
~ 213 volumes
437 volumes
833 volumes

Raithby (1976)

04 |

02|

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
yiL

(c) - Perfil de f, x =0.25, q = 45°,
Re = 250, malha aeatéria.

Figura 9. Resultados obtidos para o problemateste em malhas aleatérias, com esquema de interpolagdo convectivo dado
pela Opgéo 3.

A Figura (9) apresenta os resultados obtidos na solugéo do problema teste para trés angulos e trés tamanhos de
mal ha, usando o esquema de interpol agéo convectivo dado pela Opcéo 3. Os resultados obtidos mostram que o refino da
mal ha aproxima a soluc¢do numérica da solucdo de referéncia, validando o esquema numeérico proposto.

10
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Na Figura (10) temos a solugdo numérica obtida para as diferentes propostas de avaliacdo dos valores de f nas
interfaces dos volumes, com malha aleatdria, no angulo q = 26.57°, que é o mais critico. O esquema que possibilita
correcdo adiada, Opcéo 2, mostrou-se bastante eficiente para este problema especifico, reduzindo a difusdo numérica e
aproximando mais a solugdo numérica da solucdo de referéncia em relagdo as outras solucbes. O esguema de
interpolagdo da Opcdo 1, entendido aqui como um skew de dois pontos, mostrou-se bastante promissor, e
aparentemente, melhora a ordem de interpolacdo do esquema, uma vez que a solucdo aproximou-se bastante do
esguema dado pela Opcéo 3, que como visto é de segunda ordem.

0.8

0.4 opgéo 1 — skew2-uds

opcéo 2 - correcdo adiada
opgao 3- fungéo completa
Raithby (1976)

0.2

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
yiL

Figura 10. Perfil de f e esguemas de interpolagdo (x = 0.25, q = 26.57°, Re = 250, malha aleat6ria de 213 volumes).

Uma comparacdo geral entre as metodologias € apresentada na Fig. (11), onde uma malha retangular foi empregada
para a solucdo do problema teste. As fungdes de interpolagéo utilizadas sdo as baseadas no nimero de Peclet da malha.
Como se pode notar, a metodologia proposta apresenta desempenho intermediario entre a metodologia que utiliza um
esguema de interpolacdo unidirecional, tanto nos termos convectivos como difusivos, e a metodologia que utiliza
interpol agdes bidimensionais para estes termos.

Note que, a Unica perceptivel diferenca entre as metodologias usadas para a obtencéo dos resultados da Fig. (11),
para esta malha e este problema em particular, estd no emprego das funcdes de interpolacéo. E, no caso das
metodologias que usam esquemas de interpolacdo unidirecional, no esquema usado na avaliacdo dos termos
convectivos. Isto reforca a idéia de que avaliagdo dos termos convectivos apresentada nesta proposta pela Eq.(20)
melhora o desempenho do método.

0.8

0.6

0.4 Maliska e Vasconcellos, (2000)
Proposta
Schneider e Raw, (1987)

Raithby (1976)

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y/L

Figura 11. Perfil de f paradiferentes formulagBes (x = 0.25, q = 26.57°, Re = 250, maha retangular 15 x 15).

4, Conclusdes

O objetivo deste trabalho foi aimplementacdo de uma metodologia, usando malhas ndo-estruturadas e formada por
elementos unidirecionais, para a solugdo numeérica da equagéo de conservagdo de uma variavel escalar, com avaliagédo
dos fluxos difusivos usando dois pontos, como nos esquemas numéricos vistos em (Heinemann e Brand, 1989;
Quandalle, 1993; Sammon, 2000). A metodologia dos Diagramas de Voronoi (Maliska e Vasconcellos, 2000) e a
metodol ogia (Schneider e Raw, 1987) serviram como referéncia para a comparacdo do desempenho da formulagéo aqui
proposta.

Para validagcdo dos esguemas numeéricos apresentados, o problema teste escolhido foi o transporte, com convecgao
dominante, de um salto em umavariavel escalar, que possui solugdo analitica aproximada dada por (Raithby, 1976).

A metodologia apresentada possui versatilidade na geragdo das malhas, admitindo o emprego de malhas nao-
estruturadas e estruturadas, priorizando a simplicidade naimplementagdo dos algoritmos.

O emprego do esquema proposto de interpolagdo que segue a direcdo média do escoamento calculado entre dois
pontos proporciona bons resultados para problemas de convecgdo dominante, e mostra-se promissor nas metodologias
gue utilizam esgquemas de interpolagéo unidirecionais.
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Abstract. This work presents a numerical method for the solution of the convection/diffusion equation for a scalar variable, using
the Finite Volume Method in unstructured grids. These grids have better adaptive ness for simple and complex domains, allowing
that local refinement in specific regions. The employed mesh and the construction of the control volumes are based on the element
discretization, what it facilitates the computational implementation. The formulation is presented in the basic form. The presented
method is compared with other numerical methods that use unstructured grids.
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