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RESUMO
£} presente irabafho investiva o rexedugdn dos sistemeas lineaes oritimdos o sim wlex do numerica o
reservaloring de petrideo wiilizamdo malbas ndo extruturadas de Voronon, Pava efeito de comparacdn sdo
utilizados (és métodos ileranives ndo estacionerios (GMRES, ORTHOMIN e Bi-CGSTAB). E wilizado
v modeln black-oil, bifddico com um esquema iotalmente implicito. (s resultados sdo apresentados em
termos de tempo de CPL normalizade e mimero de iteracdes.

INTRODUCAD

A simulagio numeérica de reservatorios de petroleo ¢ de
importincia vital no gerenciamento de bacias. aprimoramento
das técnicas existentes. controle de pogos. ete. Ela pode ser
basicamente dividida em wrés ewapas hasicas. A primeira ¢ o
adequacio dos diversos modelos aos fluidos ¢ meio poroso da
bacia: a segunda € a escolha do tipo de malha. estruturada ou
ndo estruturada. ¢ discretizaglio das eguagdes: a terceira e
ultima etapa € a resolugio dos sistemas lineares oriundos da
discretizagdo e linearizagio das equagdes. Esta dltima etapa, em
geral. € a que envolve maior custo computacional.

A forma final do sistema linear ird depender do tipo de
discretizaglo wtilizada. Os sistemas lineares provenientes de
malhas estruturadas apesar de serem esparsos. apresentam leis
de formacdo definida. ou seja apresentam largura de banda
definida. Entretanto. malhas estruturadas ndo  conseguem
representar com facilidade geometrias complexas. Se por um
lado. malhas nido estruturadas tem facilidade na representagio
de geomerrias arbritrarias. os sistemas lineares resultantes,
geralmente sio esparsos e sem lei de formagdo, exigindo
algoritmos de resolugdo mais robustos. no sentido de prever as
diversas conectividades possiveis.

O} objetivo deste trabalho € apresentar uma comparagio
de dilerentes metodos ilermtivos ndo  estaciondrios para a
resolugdo de problemas oriundos da solugdo de problemas de
petroleo empregando malhas nio estruturadas. O modelo gue
serd utilizado € o modelo black-o0il bilisico (dleo-dgua) em
geometrias bidimensionais. As malhas empregadas serio as
malhas de Voronoi (Palagi. 1993: Marcondes et al.,
1994.1995). Este tipo de malhas tem a propriedade de ser
localmente ortogonal e desta forma. a realizagio de balangos de
componentes. energia, eic. pode ser facilmente realizado. Como
o modelo totalmente implicito serd empregado. tem-se duas
incdgnitas por no, gerando sistemas blocados. cujos blocos
serdo considerados como unidades de armazenamento. No
presente trabalhoe serfo investigados trés métodos iterativos.
ORTHOMIN {Vinsome, 1984), GMRES (Saad e Shultz. 1985)
e Bi-CGSTAB (Van der Worst. 1992). Como precondicionador
sera utilizado a fatoragdo incompleta (ILU) com todos os
métodos precondicionados a direita. Serfio investigados também
diversos tipos de malhas. com conectividade bastante variada.

PROBLEMA FISICO

A equagcio  de conservagio volumétrica da fase p,

"Em doutoramento na UFSC

nas condigdes de armazenagem. desprezando a pressdo capilar
e a forga gravitacional, pode ser escrita da seguinte forma,

o 5,] - :
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onde. P ¢ a pressio. §, ¢ a saragio da fase p. ¢ ¢ o
porosidade da rocha. B, é o fator de formagio volumétrico. 4,
¢ a mobilidade da fase p e g, ¢ a vazio volumética nas
condigies de armazenagem. por unidade de volume do
reservatorio. A cquagdo para fechamento do problema ¢ a

conservagiio volumétrica. dada por
»

5, +5, =1 (2)

(o]
Integrando a Eq. (1) no volume de controle da Fig. | e
no lempo e assumindo uma integragdo totalmente implicita,
pode-se mostrar gque o residuo da equagdo discretizada ¢ dada

por
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Fig. | - Volume de controle de Voronoi

onde, § é o ponto gerador do volume de controle. ¥, o nimero
de vizinhos e T, é conhecido como fator de transmissibilidade.
Maiores detalhes do processo de integragio podem  ser
encontrados em Palagi (1993), Expandindo o residuo em série
de Tavlor e assumindo que o residuo na iteragdo v+ /1 é zero,
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As incognitas (PS8, sio caleuladas apos cada iteragio
NEWIOniana. como

Y\'H : X* o dxv*l 15)

¢ a solugdo aceita quando todas as wlerancias sio satisteitas,
de acordo com

s ’
APy = AP
ASD . AS)

W max woma

(6H)

METODOS DE RESOLUCAO

Em cada iteragdo de MNewton deve-se resolver um
sistema linear de equagdes proveniente da linearizagido da Cq.
131, Considere o sistema isolado,

Ax = b (n

onde A representa a matriz jacobiana da fungdo residual ¢ &
seu valor funcional. Mara o problema em questio a matriz A ¢
ndo simétrica e blocada. Os blocos sio submatrizes 2x2 e estio
associados as duas incognitas (PS).

Para precondicionar os algoritmos que serdo descritos a
seguir. empregar-se-a uma fatoragdo incompleta (ILL), dada
PO

= LLf « E %)

onde E ¢ a matriz erro. isto €. contém os elementos que sio
desprezados na fatoragdo incompleta (E=0 para fatoragio
completa). Todo elemento dos fatores L e U que coincide com
a estrutura original da matriz tem nivel zero, Quanto mais alto
o nmivel, maior sera o enchimento. Usualmente niveis 0, | ¢ 2
sdo o5 mais indicados pois ndo comprometem o custo da
iteragdo individual do algoritmo.

E possivel utilizar o precondicionador de diferentes
formas. Mo presente trabalho. melhores resullados  foram
obtidos com o precondicionamento a direita,

AUL 'z =b e x=U'L; *

MNeste caso. o residup correspondente do  sistema
precondicionado ¢ idéntico ao residuo oniginal,

r,=b-AU'L';, = b - Ax, 1o

(s algornmos iterativos sdo descritos a seguir, na forma
precondicionada a direita. Nos algoritmos descritos x, € a
aproximagdo inicial. r, o residuo calculade com este ponto e
M= LU, a matrix oriunda da fatoracdo incompleta.

Algoritmo GMRES.
passo | - inicializacio
r,=b-Ax,ev,=r, il i
passo 2 - onogonalizagio
para j=1I,....m
=My,
w=Az,
wy = fww, i=l...j
)
wew- 3§ uy,
il
i, = bl
Vip = Wl
passo } - solugio corrente
x =x,+ V., onde v, =min W, - U, yle = Ir 1
passo 4 - recomego
r,=b-Ax,
se Ir, ¥lr, I = TOL pare
sendo x, = x_ e v, = r, /b D vi para o passo 2

SNoo GMRES o passo 2 descreve o processo  de
srtoeonalizagio de Gram-Schmidt e o passo 3 ¢ obtido por
rotagdes no plane sob a matriz de Hessenbere L

Algoritmo Bi-CGSTAR

r, =|‘?ﬂz'.f,.

F =u:,:p,,=rr_,=m,=.‘

| A

para i=1.2....
.|f'1=l‘r-r..rJ

By =im o Moy o)
po=rg v B (P - wy V)
o=y,

vo=A p

a =pmAF)

5 S0y - &,V

i=M's

t = AS

= (LML)

5 x, repf+wd
rr L
se Iel/lell <= TOL pare
semin

R TN TN YR TN Y.

() Bi-CGSTAR, de Van der Vorst (1992 foi
desenvalvido no sentido de corrigir “frequentes irrecularidades”
me processo de convergéncia do método OGS (Conjueate
Giradient  Squared.  Sonnevelt.  1989), por um tipo de
minimizagio local do vetor residuo.

Algoritmo ORTHOMIN.

r,=h-Ax,
para k=1.2. ...
-.'¢ =M'r,

= (Ve MMMM#J i=1.k-1

Z a4,

= (i t‘fﬂfff“fl"‘!?l}
'tl Xy T ok
o= - adg,
se Belilr < FOL pare

Contorme citado em Behie ¢ Vinsome (1982) o
coeliciente a € escolhido de modo que a soma dos quadrados
do residuo scja minimizado e os coeficientes a4, sio os
coelicientes de onogonalidade. de modo que os velores Ag,
sCjam orogonas.

RESULTADOS

Iara todos os resultados que serio mostrados nesta secdo
o critério de parada no solver foi a razio r il £10°. ¢
como critério de parada de uma iteraglo newtoniana 6,893 g
para AP'_, e 10" para AS’_ .. Estes critérios garantiram
simulacies com aproximadamente os mesmos intervalos de
tempao,

Tab. 1 - Caleulo aproximado dos métodos para 7 iteragdes

METODO fey) | yrax | y=dAx [r=mM'x
[GMRES i+ i+ | 1
fORTHOMIN | i +2 2i+2 [ r
Bi-CGSTAB 3 [ 2 2

A Tah. | apresenta o numero aproximado de operagies
para cada um dos métodos analisados. Verificando-se os dados

da Tab. |. pode-se concluir que, se o nimero de ite




GMRES ¢ ORTHOMIN coincidem. o cusio do ORTHOMIN
deverd ser maior, uma vez gue. o mesmo realiza | produto
interno e {i+1) operagdes do lipo (X + ) a omais que o
GMRES.

A primeira ceometria testada corresponde a um guarto
da configuragio de cinco pogos. Us dados lisicos ¢ geométricos
deste caso estio listados na lab. 2 ¢ a malha wilizada é
apresentada na Fig. 3. As curvas de permeabilidade relativa e
razio de viscosidades sdo dados pela Eg. |1, Os resultados
correspondentes a este caso estio listados na Tab, 3. O
tamanho maximo da base para o GMRES e ORTHOMIN foi
113
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Tab. 2 - Dados lisicos e geométricos do reservatorio -caso |

Dados do Propriedades fisicas

reservalorio

Condigdo inicial

=12.5c10" m’ |5, =0 = 10 Pas

= 6,09 m P=6,893x1(F Pafp, = 1/M x107 Pas
= [L6xItF nr e i
é= 0,08 W,l-‘lﬂ',"’lulm m-fs
L=, = L45x107”° Pa’
p
P - Produtor
e 1 - Injetor
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Fig. 3 - Malha hexagonal hibrida com 445 volumes

Tab. 3 - Namero de iteragdes ¢ tempo de CPU normalizado -
para 1.0 VPl - caso |

(RDENACAD
fETODO (LU NATURAL | VERTICAL [HORIZONTAL
GMRES(D) 135223 (25600 130045 (2.500 | 132.695 (2.76)
GMRES(1} | 40.581 (1.05) | 67.275 (1.53) | 69.221 (1.69)
GMRES()) 36.050 (1.220 | 34265 (1.00) | 34671 (1.09)
ORTHOMIN(DY] 135.223 (2.75)| 131,145 (2.69) | 132.695 (2.89)
ORTHOMINI 11| 40.581 (1.08) | 67.275 (1.63) | 69.221 (1.B0)
ORTHOMIN(2)| 36,050 (1.26) | 34.265 (1.16) | 34.671 (1.14)
Bi-CGSTAB(O)| 36,190 (1.17) | 39.135 (1.23) | 40,193 (1.40)
Bi-CGSTAB(1}| 22.800 (1.00) | 26.058 (1.04) | 26.918 (1.15)
Bi-CGSTAB(2)| 17.734 (1.05) | 18.389 (1.02) | 18.577 (1.00)

Observando-se os dados da Tab. 3, verifica-se que

ORTHOMIN

e GMRES

com ILU{D)

apresentam

comportamento bastante inferior ao Bi-CGSTARB. Por outro
lado. o Bi-CGSTAB. apresentou uma sensibilidade muito
pequena ao precondicionamento quando comparado 408 outros
dois métodos. Observe. também. gue para este caso. a
ordenagio natural foi a que apresentou melhores resullados para
os trés métodos. Antes de tentar elucidar este ponto. far-se-a

uma breve descrigio de como é obtida a ordenagio natural.
airaves do verador desenvolvido por Maliska Jr. (1993) A
malha basica ¢ hexagonal. Apos a construgdo desta. escolhe-se
o local onde deseja-se a malha polar (por exemplo. em lomo
do pogol. Os pontos pertencentes a malha hexaponal contidos
dentro  da resido  polar sdo climinados ¢ os  pontos
remanescentes no restante do dominio renumerados. Us novos
pontos colocados dentro da janela circular sio numerados a
partir do ultimo no hexagonal, Isto faz com que as incognitas
relacionadas aos pogos fiquem  bastamte proximas. MNeste
problema, so existe uma frente de propagaglo de onda, ¢ comuo
as incognitas relacionadas aos pogos estio bastanles proximas.
a informagio da trente de onda ¢ rapidamente transmitida para
o restante do dominio. melhorando a convergéncia do sefver.

A Fig. 4 apresenta uma configuragio mais proxima
daguelas encontradas  em  recuperagio  de petrolen, A
contiguragio ¢ composta de 8 (oito) pogos. sendo que 6 (seis)
sio pogos produtores ¢ 2 (dois) injetores. Os resultados
apresentados o sceuir foram reproduzidos com uma malha
hexagonal hibrida, com 1024 volumes. A malha tem 16
volumes a0 longo do dngulo de abertura de cada pogo. Us
dados fisicos ¢ geometricos estdo listados na Tab. 4 ¢ as curvas
de permeabilidades relativa e viscosidades sio dados na Eqg.
{12}, todos no SI. Neste caso. nio foi obtida convergéncia do
GMRES ¢ ORTHOMIN, com base 10, mesmo permitindo-se
virios recomecos. O tamanho maximo da base foi 50.
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Fig. 4 - Malha hexagonal hibrida com 1026 volumes

K = (5-02)(-2505* +-328 - 53)
K =1-%, (1
w, = 10731 = 1.4572(P-137 10"
, = L1163 10 3(1 - 1.45"%(P-1.37 107)

lab. 4 - Dados fisicos e geométricos do reservatorio - caso 2

I1ados do Condigdo inicial| Propriedades fisicas
reservalorio
K=3x10" m" |5, = 0.3 o .
=15m P =2.413x 107 Pl 9p1~9ps=~9:2107m]s

A= 1.82x10° m' Gpp=-1.1107m’s
= 0.30 = 552107 mYis

G5 == 73610 m s
3, =2.9410" m3js
3, =2,02410 m3s

c, = ¢, = 7,.25x10" Pa’

Da Tab. 5 verifica-se. novamente. uma maior
sensibilidade do GMRES ¢ ORTHOMIN a qualidade do
precondicionador. Meste caso. o Bi-CGSTAB. também

apresentou uma sensivel diferenga a qualidade do mesmo.
Neste problema. existem diversas frentes de propagacio de
onda. e a ordenacdo natural ndo forneceu bons resultados, A
melhor convergéncia foi obtida com uma ordenagdo vertical

para a maioria dos casos testados. Este fato pode ser explicado.
> muito

tendo-se em conta que o numero de nos na direclio y




menor que na diregde x. desta forma. a largura de banda
originada com a ordenacio vertical ¢ muito menor. Observe
gue o numere de iteragdes para o GMRES com as ordenagdes
vertical e horizonial sio bastantes proximas. Novamente. o
tempo de CPU do ORTHOMIN foi maior gue o iempo do
GMRES. apesar de existir uma peguena diferenga no numero
de iteracdes dos métodos. a favor do ORTHOMIN.

Tab. 5 - Namero de iteragdes e tempo de CPL normalizado -

para 0.5 VPl - caso 2

ORDENACAD
VERTICAL [HORIZONTAL

ETODO {(ILUY NATURAL

GMRES(O) T0.299 12.03y | 60124 (1,761 | 64.785 (1.80)
GMRES(1} 46,979 (1.42) | 42.325 (1140 | 42.554 (1.18)
GMRES(2) 33831 61320 | 31044 (1.00) | 30520 (1.09)

ORTHOMIN(DY] 70286 (2.34) | 64.058 (2.01)
ORTHOMIN(1 )| 46846 (1.60) | 42243 (1.31)
ORTHOMIN{2Y| 33.954 (1.46) | 30.924 (1.05)
Bi-CGSTAB(D) | 54839 (1,507 | 534.669 (1.62) -
Bi-CGSTABI(1}| 36.536 11.36) | 33.162 (1.15)
Bi-CGSTAB(2) | 27.035 (143 | 253260111

A Tab. 6 apresenta o resultados para a geometria do
caso 3. com uma malha somente de hexagonos. A unica
diferenca em relagdo ans dados do problema anterior ¢ que esta
configuracdo é composta somente de trés pogos. sendo dois
produtores ¢ um injetor. A vazio de cada produtor foi de 1.84
107" m'/s e a do injetor igual 3,68 10° m's. A Fig. 5 apresenta
2 malha empregada,

Fig. 5 - Malha hexagonal com 559 volumes

Tab. 6 - Namero de iteragdes e tempo de CPU normalizado -
para 0.5 VPl - caso 3

ORDENACAD

IMETODO (ILUY NATURAL VERTICAL |HORIZONTAL

GMRESIO) 61400 (1.68) [ 48218 ¢1.31) | 30.749 (1300
GMRES( 1) 44879 (1.55) | 36.348 (1.06) | 39.743 (1.21)
GMRES(2) FA 047 (1.63) | 25.449 (1,000 | 28.365 (1.09)

ORTHOMINIOY 61,312 ¢2.02) | 48220 (1.46) | 50.693 (1.52)
ORTHOMIN( )] 44.886 (1.66) | 36.324 (1.14) | 39658 (1.38)

ORTHOMIN(2Y| 34.147 (1.64) | 25,440 (1.05) | 28.357 (1.18)

Bi-CGSTAB(D) | 49.212 (1.62) | 35.941 (1.67) | 39.499 (1.41)

Bi-CGSTAB(1)| 34.467 (1.66) | 26.370 (1.16) | 28481 (1.22)

Bi-CGSTAB(2)| 25.188 (1.79y | 18325 (1.17) | 20.178 (1.22)

Mo caso 3 o Bi-CGSTAB com ILLUY{O) apresentou os
piores resultados para as ordenagdes vertical e horizontal,
Melhores. resultados para todos os métodos foram obtidos com
a ordenagdo vertical. Observe que o melhor resultado em
termos de tempo de CPU foi obtido para © GMRES com
ILU¢2) e ordenagdo vertical. O mesmo nfiio ocome para o Bi-
CGSTAB. O maior custo computacional dos solvers esta na
resolucio do sistema precondicionado e produto matriz-vetor.

(3 enchimento da matriz de precondicionamento para uma
1.Ui2) ¢ maior que o enchimento da matnz com ILUCT, Desta
forma. v custe de resolver o sistema aproximado fica mais
comprometido com o aumento do nivel da ILU. Como no Bi-
CGSTAB. sio necessarias duas operagdes deste tipo (ver. Fab.
1. ndo ocorre wma diminuigio do tempo de CPL, com o
aumento do nivel da ILU de | para 2. embora ocorra uma
diminuigdio do numero de iteragdes.

)5 resultados apresentados em termos de tempo de CPL
¢ numere de iteragdes no sedver mostraram gque o GMRES ¢
ligeiramente superior an ORTHOMIN, apesar do numero de
iteracdes em ambos os métodos serem semelhantes. 1sto ocorre.
em vinude do nimero de operagies do ORTHOMIN ser maior.
Poderia-se tentar realizar o produto Mg™' em vez de realizi-lo
por acumulacdo. como foi realizado neste trabalho. para
verificar se ocorreria uma gueda no tempo de CPLL Par os
casos 2 ¢ 3 o GMRES apresentou melhores resullados em
termos de tempo de CPU. entretanto para o case | o Bi-
CGSTAR foi mais robusto, Em todos os problemas testados. o
Bi-CGSTAB foi o método que apresentou o menor nimero de
iterapdes para uma dada ordenagdo e nivel de CPU. Uma
vantagem observada no Bi-CGSTAB é que o mesmo nio
requer nenhum  pardmetro de iteracdo a ser definido pelo
usuario. enguanto GMRES e ORTHOMIN requerem alguma
experiéncia do usuario ou uma série de festes na tentativa de
ohter a dimensido da base e nimern de recomegos OlIMOS.
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ABSTRACT

An investigation about the solution of linear systems
arising from the numerical simulation of petroleum reservoirs,
using Voronoi grids. is peformed in this work. For comparisons
purposes three non-stationary methods are tested (GMRES.
ORTHOMIN and Bi-CGSTAR). The resuits are presented in
terms of normalized CPL time and iterations number.

A3




T T E——

o

P A S E—N—=—~

P—

P

—_———— e A e

A 3D Numerical Method with Boundary-Conforming
Discretization for Petroleum Reservoir Simulation

The simulation of petroleum reservoire requires the solution of the Bow of
water, oil and gaa in & porous media, Besides the normal difficulties in
solving coupled set of partinl differential equations, the irregular shape of
the reservoir and the presence of irregular internal geclogical faulis, wre
of special concern when constructing the sinmlator. This paper reporis &
numerical method using nonorthogonal boundary-conforming discretization
and the Bnite-volume comeept for deriving the algebraic equations. The
boundary conditions and the faults are considered through the specification,
in the input dats, of faslt cosffickenis. This sllows the construciion of
only one type of discretized equation, simplifying enourmously the mtine
for ealculating the coefficients. The IMPES scheme is msed. The method
waas applied with success for some 3D petroleum reservolr simulathons with
several injection and production wells.

C.R. Maliska, A.F.C. Silva, A R. Cunha, M A. Liviamento, Mechanical
Engineering Department, Federal University of Santa Catarina, P.0. Bax,
ATE, BRO40-000-Floriandpolia - SC - Brasil

Simulation of Heat Conduction in Liquid Helium

We consider the modelling of the process of heat conduction in liguid Be
lium, both in phases | (notmal Buid) and 11 (saper funid). The phase tran-
sition is characterized by a specific heat dependence on temperature with &
delta function at the critical temperature (A - point), and the conduction in
Helinm 11 is modelled through s heat flax dependence on temperature gra-
dient known as the Garter-Mellink law. All together these formulations lead
to u highly non linear free-boundary problem. Computstionsl simulstions
of ome and iwo dimensional cases are presented

M.A. Ranpp, University of S&o Paulo, Dept. of Applied Mathematics, P.O
Bax 20.5T0 - 01452-090, 530 Paulo, Brasil.

J.W. Cardenas, University of Sio Paulo, Dept. of Applied Mathematics,
P.0. Box 20570 - D1452-290, Sio Paulko, Brasil.

Approximation of Quasi-Geostrophic States and Global
Attractor Estimates

We discuss the stmospheric Lorens Model. In the region where divergence
in stronger than vorticity, we formulate a scond-order approximation for
the velocity and & finst-order one for the vorticity. This leads to better

approximations for the quasi-geostrophic states where gravity waves are
&nq:md The AIM technique and the non-linear Galerkin method s applied
for obtaining first estimates of the global attractor for appropriate initial
data.
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Monte Carle Simulation of Crack Detection in Steel
Pipes

A mathematical mode] is gsed for the simulation of crack detection by
magnetic Aux leakage in stee] pipes. 11 i hased an the salution of a nonlinear
partial differential equation that takes into account the geometry of the
pipe and the detector, and the saturation of the induction fux density as a
function of the magentic ficld in the ferromagnetic material. The model is
wsed io raleulate a signal sirength that is strongly comrelated o Lhe crack
depth, but abso depends on severnl parameters such as erack width, pipe
wall thickness, applied field sirength, distance between pipe and detector

rie

A Monte Carlo simulation, in which these parameters are allowed Lo vary
wilh normal distributions around some typical average values, s used to
evalaate the signal threshold required to ensure the desired confidence level
for the deteciion of cracks desper than any given value The occurrence
of lalse alarmes, ie, of smaller cracks that give rise to signals above the
entablished threshold, is aleo ssmulated
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Asymptotic-Modal Solutions of the Sivahinsky-Type
Equations

The solution of the differential or integro-differential equations describ-
ing the hehavior of many physical phenomena, some combuastion problems
among them, is, in general, a difficult task, often accomplished either by
Numerical or Perturhation methods. These latter are limited by the in-
erensing complexity of the pon-homogensons squations that muast be solved
at each approximating step. In the special case when the solutions sought
are periodic and the non-linearities are quadratic, thal complexity can be
circumnvented by using suitable combinations of power-series and Fourier-
ethen Bxp It is then possible to reduce the aforementioned equations
to sequences of linear systems of algebraic equations that cean be solved jt-
eratively, thias obtaining any desired degree of sccuracy. The purpose of
ihpr_{mtimﬁnumﬁlhmﬂpﬁﬁﬂm
clusions ohisined when spphied to the Clavin-, K to- und Michel
Sivashinsky equations.
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Critical-Point, a Software for Portfolio Optimization

Critical-Point s & ool for portfolio optimization in the context of mean-
variance analysis and livear equality and inequality eonstraints for bounded
feal variahles Critical- Point solver for Parametric Quadratic Programming
{PQP) wees stable sparse matrix factorizations and rank-1 wpdates, spe
cially adapted o hlock structured matrices. These linear algebra computa
tiomal procedures, and additional stabilizstion techniques allow us to solve
large mosdels, with hundreds of assets and constraints, in personal computl-
era Critical- Point user interface gives graphical representation and permits
direct manipulation of portfolios in the efficient frontier, critical points, tan-
gent lines, po-risk assets, and several simultanecus parsmetrizations for the
standnrd Markowitz model, and for many related variations like the models
of Tobin, Arennan, Choen and Pogee, general index models, CAPM, AFT,
ete. A eompiler provides the nutomatic translation of the mode] description
from & high level intwitive language, with complete set [seetors) and vector
{associative array) algebras, Lo matrix form
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