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SUMARID
Um problema cléssico encontrado na literaturay wutilizado

para a anAlise do desempenho de funcBes de interpolaglo, € wu
transporte por convecgSo dominante, de um salto nd wvariavel ¢,
para vahrios Angulos de inclinagBo entre o vetor velocidade e 4
malha computacional. Neste trabalhos, esta soclugdo ¢ obtida
gmpregando-se o arranjo de varidveis co-localizadasy nu melodo
de Volumes Finitos, com a funglo de interpolaglo complela (FIC),
para 8 = 30,9 e 45 . Os resultados obtidos sSo comparados com &
soluglo analitica aprosximada encontrada na literatura & com  us
resultados obtidos utilizando-s# o esquema WUDS.

1. INTRODUGAD

0 método de wvolumes finitos (Roache (1976}, Patankar
(198@) € Haliska (1981)) apresenta uma important e
caracteri stica, no contemplada pelos métodos tradiciunais, cumg
diferencas finitas e elementos finitos, 4ue & & conservacdo, 4
nivel de volumes elementares, das grandezas flsicas em guesiSu.

Algumas dificuldades que praticamente respondem pela
qualidade do método numérico podem ser destacadas cowmos por
exemplos, & grande memdria computacional requerida e 08 #rros
devidos a0 wuso inadeguado de fungybes de interpolagdo,
denominados erros de difusfo numérica.

E proposto neste trabalho o uso de Var iavels
co-localizadasy onde todas as variavels pPOSSUEm O MESMO volume
elementar de integragfo. FPara problemas que Pprocuram simular
mais realisticamente a flsica do Ffendmenu e Aquiy geralmenbi,
envolvem geometrias irregulares em trés dimensbes, aslw
procedimento economiza enorme memaria computacional se comparado
com modelos gque empregam varidveis desencontradas.

0 correto acoplamento pressfo-velocidade ampregando
variaveis co-localiizadas % Cconseguidu Ll landu-me E U E S
obtidas atraves da interpolagBo da equaclio do movimento, Pard
aquelas varidveis que s¥o0 necessdrias em locais onde nlo estio
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armazenadas.
A solucSo de problemas due apresentam desconbtinuidade na

funcl%o, como ondas de chogue ou escoamenlos bifdsicos, depende
da qualidade da funglSo de interpolagdo. A escolha da fungdo de
interpolaglio a ser empregada & uma etapa fundamental parda a boa
representacdo das descontinuidades.

Com o objetivo de levar em conta os efeitus flsicus
relevantes do problema, na fungSo de interpolagSo, Spalding
(1972) desenvolveu o esquema hibrido para avaliagyEo das
varidveis nas faces do volume de controle. Railhby el al (17742
propuseram o esquema exponencial, baseandu-se na Fforeulaesdo
apresentada por Spalding (1972). 0O esguema WUDE apresentado wor
Raithby (1974a) e o esquema “power law"”, descrito por Patankar
(1980) slio derivados do exponencial & Trecaem nos esquemas
"upwind” ou central guando a convecgSo ou difusloc & dominante.
Estes esquemas consideram somente 4 infludncia dos dois puntos
vizinhos & face do volume de controle. GQuando 4 malha nEo  we
encontra alinhada ao vetor velocidade, td4is esquemas apresenlam
grandes erros, conhecidos como difusSo numérica, gue podem
comprometer severamente a gualidade da soluglo.

Outros esquemas utilizam corvecles para levar em cunta 4
inclinag8o do vetor velocidade com relagdo &4 wmalhay sendo gue
estes procedimentos nfo consideram todas as infludncias flsicas
relevantes do problema em estudos.

NMos trabalhos apresentados por Peric et al (19870,

Camarero et al (1984&4), Schneider (1984) & Majumdar (1¥88), 50
encontrados esquemas oque uatilizam funcBes de interpolagic
alternativas, com wvaridveis co-localizadas.
‘ E proposto neste trabalkho o emprego de uma fungdo de
interpolac%o origindria da prépria equagdo diferencial gque se
deseja resolver. Esta funglo de interpolag¥os dencminada neste
trabalho de funcBo de interpolag8io completas FIC, (Ulson de
Souza, 1992}, possui a dimensionalidade que o problema requer @
contém todas as infludncias flsicas presentés na equaclo
diferencial a ser resolwvida. Assim, evita-se 0 uso de fungles de
interpolacSo unidimensionais em problemas bDidimensionais,y um
fator bastante conhecido como causador de grandes erros na
solucio.

2. FORMULAGAO PROPDSTA

2.1 - EquacBes Governantes
fs equactes de conservaegdo da massa ¢ quantidade de

movimentos para o sistema de cuordenadas Carteslands,
considerando-se Ffluido newtoniancs gscoament o laminar ®
bidimensional, sfo esctritas, para uma varlavel genérica ¢ comu

2(op) /Bt + Aipud)san + Aowp)idy + PT = ar® apravrsan o+
v or® 2gs84)s0y + s* (2.1)

onde as varidveis ¢, P’. 5‘ o« pussuem expressBes especl ficas
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gm cada uma das equagfies de conservagio. A wquagdo (2.}) s
reduz & equaclSo da conservagdo da massa quando S ¢ P forem
jguais a zero e ¢ = 1. As componentes da equagdo da conservacio
da quantidade de movimento nas diresBes W e 4 sfo abtidas

fazendo-se & igual a u e v, respectivamente, com oas termos
fonte e de pressfo apropriados. 0 termo P representa o
gradiente de pressfio. A varidvel " e o coeficiente de

transporte que & dado pelo produto entre a difusividade relativa
A varidvel ¢ e a massa especl fica do fluido.

2.2 - Discretizagdo das equaglies

A equaclo (2.1) & utilizada para & obtengdo da equaglo
discretizada atravwes da realizac¥o de uma integraglo espacial e
temporal sobre o volume de controle delimitado por duas linhas
de x constante e duas linhas de 3 constante, fornecendo

Clod), = (pP)]] Auby + Cing @ - i & + i & - i ¢ 34 =
= cer® sgsowa, - r® 89/0x3,) Byst + (2.2)

o ccr® 0gray1 - r* 8¢/841) Budt + [sh- FL1 Axbuat

onde 'll,.I representa o fluxo de massa nas faces do volume de

controle ® o superscrite - indica wvalores da propriedades
obtidos da iteracfio anterior. A wvaridvel ¢ & armazenada no

centro do volume de controle.
Para a obtengSo das equagBes discretizadas, Lorna-we

necessdria a avaliag¥o da varidvel ¢ ¢ de suas derivadas nas
faces do volume de controle.

2.3 - Esquema FIC
Visando minimizar os erros de difusio numsricay

resultantes da utilizagSoc de wuma funglo de interpolagio
unidimensional, foi proposta, em Ulson de Souza et al (19F2), a
funcSo de interpolagZo completa, que & obtida da prépria edquagdo
de conservac8io, escrita para a face do volume de controle, coum
os termos transiente, convectivo, difusivo, de pressioc & fonte.
4 equaclo da conservacEo da quantidade de movimento, escrita
para a face leste do wvolume de controle, em coordenadas
cartesianas, & dada por

(pOO/0t)| + pu 8ds0x | + pv 8psay| + P | = (2.2)
- - - -

= ar® ag/8:/8x1 4 ar® aps04)/041 v %I,

Cada termo da equas8o (2.2) ¢ aprowimado como moatrado a
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a) Termo transiente: requer o armazenamento do valor da variavel
dependent® obtido na iteraglo anteriors POr ser aproximado pUf
diferensa descendente, fornecendos

(pdp/at)| = p (& - q&:}mt (2.3

b) Termo convectivo: & utilizado o esquemd de Jdiferenca cCenbtral
para a aproximac8o de todas as derlvadds, uvbtendo-se

{puﬂ¢/dnll-= e u (g, - ¢'}fﬂu (2.4

-

(pvdP/a9) | = p v [, + & ,0/8 - (B + 8, 1/21/(2 8y) (2.D)

c) Termo difusivo: & utilizado o esquema de diferenca central
para a aproximag8o de todas as derivadasy furnecendo

aur® aprarsan| = 4% (o, v o -2 ¢ /84 (B.4)

acr"nmguagl.u r‘:tmu PRV

RO W V- a¢':|m:.’ (2.7)

d) Termo fonte: @ IﬂfﬂNLMiiﬂ utilizando-se uma interpolacau
linear entre os valores de S nos pontos P e Es vizinhos &  face

gs resultando

1= s®1,+ s®I 2 (2.8)

g) Termo de pressfo: & utilizado o esquema de diferenca cenlral
para a obtenglo de todas as derivadas & assim os termus Jo
gradiente de presslio da equaclio da conservacdo de quantidade de
movimento, nas diregBes 4 e 4y podem ser dado pur

PY|, = @Psox|_ = (P - P )/Ax (2.7}

.
P I- = ap;a,|- =C (P, + p"‘1/2 = AP * P-iTFE]f{Eﬁﬁ} (2.10}

GTE

Esta representasdo fornece uma ligagdo entre as
velocidades nas faces dos volumes de cuntrole e as pressfes nos
centros dos volumes de controle.

Substituindo-se as expressBes dadas pelas equacBes (2.3)
a (2.198), na equaslg (2.2)y obtém-se uma ewpresslio para a
avaliaglo da varidvel ¢ na face g do volume de controle centrado
em Py em funclo da varidvel ¢ e pressio, avaliadas nos centros
do volume de controle; gque pode ser dada como 3

‘:ﬁn' ':¢: 3 ‘:*:-4' ":‘:* agbet ad,t “::*:u:" SeePux*’

+ o® (2.11)

Para a obtengEoc da solugSo de problemas envolvendo
escoamento de fluidos, wutilizando-se o arranjo de waridveis
co-localizadas, ¢ de fundamental import&ncia a4 presensad da
pressfo na equasdo para a avalisgSo da varidvel ¢ nas faces do
volume de controle.

Para a avaliag8o das componentes do gradiente & nas faces
g e n do volume de controle, por edemplo, & utilizado o esquema
de diferenga central, resultando

1"fﬂnil.= fﬁ‘ = irlfﬁu (2.12)

tﬂifﬂs?|“= tﬁﬂ = ¢r1fﬁu (2.13)

Substituindo-se as expressdes para a avaliaglo de ¢ e de
sua derivada nas faces fis Sy B & g do wolume de controle
centrado em P na equasdo (2.1), obtém-se

a8,= " 67 s aD)" 2 1" 60+ @)” 4 ciagie) 4
» lu"". ll‘l+ "-‘.+ an‘lll-'- .n.*ﬂl" iu‘ll‘

&
" i'ﬂ»\"“l'l'ln"+ ‘-w"ﬂ' " h' 11IE - 14!‘

Para a solugSo do sistema de equagfes lineares resultante
da equaglo (2.14) & utilizado o métudo MSI {("Modified
Strongly Implicit™), proposto por Schneider et al (1%81).

Para a avaliasSo dos fluwxos de massa nas faces do volume
de controle foi utilizada a metodologia proposta por Harchi et
al (198%) e para a tratamento do acoplamento
pressfo-velocidade, foi utilizado o método SIMPLEC, proposto por
Van Doormaal et al (19B4).



3.TRANSPORTE, COM CONVECGXO DOMINANTE, DE UM SALTO NA VARIAVEL

ESCALAR ¢
Com o cbjetivo de analisar o desempenho da formulagdc

proposta na solucfo de um problema com convecsdo domindnte <
escolhido, para analisey o caso Jo transporte, com wvelocidade

uniforme, de um salto na varidvel escalar #.
4 FIGURA 3.1 ilustra o problema de convecglo duminanile noe

transpurte da varidvel ¢, em um dominio quadrado de dimensZo L -
@:;%5, com nimero de Rewnolds igual 230. A magnitude du wvelar
velocidade utilizada & |V o= I00, a mussa espect fica do fluldo »
o coeficiente de difusdo s¥o unit&rios. 0 escoamento &
paralelo 4 linha que passa no centro do dominios inclinadds de um
Angulo @ com relacSo & linka horizuntal, conforme 1lustra a
FIGURA 3.1.
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FIGURA 3.1 - Conveccdo dominante no transporte da

variavel ¢, com velocidade uniforme.

A equacSo de conservacio que governa este problema € dads
par

ioud) /On + dipvd)idy = 3T Popsan) ran +

+ arPagray) sy (3.1)

onde u = Iul cosh, v = |U| sen 8 e @ represenla um e=cala

gEndrico.
As condigBes de contorno para ¢ sdo especificadas
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coma # = 1 para todas as regiBSes do contorno acima da linha
paralela ao escoamento passando atrawes do centro do dominio e ¢
= 9, para as regiBes abaixo desta linha. Quando a linhas que
passa no centro do domlnioy intercepta um ponto de @, no
contorno, utiliza-se ¢ = 8,3.

Os resultados numéricos, para x = @,23, slo comparados
com o perfil analitico aproximado, apresentado por Raithby
{(197éb), dado por .

¢ = 1/201ear i (oM 1% Cy=uc du-nv I/

ZEC ty=9cdvexu T 3277 t3.2)

ondey
ye = 1/4 (1 - tg@) (3.3

Dois 4angules foram '#tilizadni para a andlise Jdesle
problema: & = 30,%" e @ = 45°. Duas malhas cartesianas foram
utilizadas para a obtenclo da solucBo deste problema: 20x20 @
40x 40 .

A FIGURA 3.2 apresenta o perfil de ¢ obtidp com o esquena
FIC ¢ com o esquema WUDS, para o caso de & = 38,9 ¢ 45, com
malhas cartesianas 2020 e 40mxd4d, para w= d,23.

0 perfil analitico aprosimado, dado pelas equagdes (3.2)
e (3.3), para ¥ = 9,25, & apresentado na FIGURA (3.2) alrawds da
linha continua.

Para anidlise do desempenho do esquema FIC comparado com o
esquema WUDS, ¢ calculada a inclinag¥o das curvas obtidas em w =
2:,25s no ponto ¥4 = @,23.

0 calculo da inclinaglo destas curvas @ utilizado para
avaliar os erros de um dadec esquema numérico, com relagdo a
solucBo analitica apromximada apresentada por Raithby (1776b).

¢ a diferenca entre o valor de (¢ 24) em 3 = 8,23,
obtido com o esquema numérico especl fico e o wvalor obtido a
partir da solusBo analitica for elevada, pode conclulr -se due
altos erros devidos & difuslio numérica estSo presentes na
solucBo.
A solucBlo anallitica aproximada, wmostrada por Raithby
(1976b) para W = 9,25, apresenta o wvalor para (ﬁﬁf#a1|° €
4 = 8,25, de 10,0208 ¢ 7,35013, para os casos de 8 = 39,7 €
8 = 45°, respectivamente.

0 erro relativo da solugBo obtida com o esquema FIC e cum
o esquema WUDS, na obtengXZo de (D), é calculado
utilizando-se os valores da soluclo analitica aproximadd, como
ru#.:inci*; sendo apresentado no GUADRO 3.1, para ows casocs @ =
38,7 e 43 .

Para os casos de & = 30,7 @ 45“, os resultados obtidos
com 0 esquema proposto @ com o esquema WUDS sEo apresentadus na
FIGURA 3.2 ® no QUADRD 3.1. Estes dois casos repreésentam &
situacfo mais critica, pois, a difusfio numérica & elevada devido

ralativamente & malha
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FIGURA 3.2 - Perfil de ¢ em w = @323y para o Lasd
de 8 = 30,9 e 4§°, com malhas 20m290 =« 40.499.

computacional. O perfil de #, em = = @,23, obtido com a
formulacfio proposta, com malha 4840, aproxima-se marcadamente
do perfil apresentado por Raithby (197&b)y o que nfo ocorre
quando o esquema WUDS & utilizado, como ilustrado na FIGURA 3.3.

QUADRD 3.1 - Erro relativo com a formulagd3o proposta & com o
esquema EUDE- Do calculo de (Og/B9)y no centro do domlnios para
8 = 30,9 e 45 .

=} FORMULAGZO MALHA ERRO RELATIVO (X)
30,9° 20x20 23,9
FiC 40X 40 10,7
2ex20 47 b
Wuos 40X 40 30,4
45,90° 2exae 24,3
FIC 42X40 251
20x20 50,8
WIDE 40x40 35,7

4., CONCLUSXOD

A utilizag8o da funglo de interpolag8o completa para a
obtencXo da solucSo do problema de transportes com wvelocidade
uniformey, de um salto na varidvel escalar &, onde a convecgia =
dominante, para o caso critico de 8 = 45°, que apresenta grande
inclinag8o entre o vetor velocidade e as linkas coordenadas da
malhays fornece um perfil de ®, na linha wvertical central do
dominios obtido com a malha 40xd4®, que councorda com o perfil
analitico aproximado apresentado por Raithkby (1974b), enguanto
que este comportamento n¥o ¢ observado no perfil obtido com a
utilizaclio do esquema WUDS. 0 erro relativo obtido com a
utilizac8o do esquema FIC & muito menor que o obtido com O
esquema WUDS, para todas as malhas utilizadas & todos valores de
& gstudados.

0 erro relativo encontrado no calculo de (& /9, neste
trabalhos com malha 20x20,; ¢ muito menor que o obtido com o
esquema WUDS, com malha 49«49, mostrando que uma grande ECconcmia
de memSria computacional pode ser obtida utilizando-se a fungdo
de interpolaglo completa, para uma mesma qualidade de solugio.
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SUHARIO
Uma alternativa para a quantificag¥o da difusSo numbrica 4
Davis & Mallison aplicada ao sistema de

coordenadas cartesianas. Neste trabalho & feita uma extensdc
desta proposta para o sistema de coordenadas generalizadas. LU
gsguema de malhas adaptativas & utilizado para a solugXo de unm
problema de escoamento de fluidos, sendo o efeito da difusic
numérica analisado &m funclic da adaptaclio da malha.

proposta por Vahl

1. INTRODUGXD

Na solucEo numérica de problemas de escoamento de fluidos,

utilizando-se o método de volumes Ffinitos. gspecialmente nos
casos onde a convecglo & dominante, a infludncia da difuslc
numérica pode ocasionar graves distorgBes dos resultados.
Diversas estratégias podem sE&r empregadas para a minimizagXo dos
gfeitos da difuslo numérica, como o refinamento da malha, 0 usc
de funcBes de interpolacfoc baseadas nas gquacBDes de conservaglic
(Schneider e Raw, (1787}, Ulson de Souzas (1992)), esquesas de
interpolasio "Ckew upwind” (Raithbss (197 4al,
Lillington,(1¥81)) ou & utilizag8o de malhas adaptativas (Ghia
et al, (1981}, Ulson de Souia, (19792)).

0 elevado custo computacional ocasionado pela excEssiva
discretizacfo do dominio de chlculo torna, em muitos cascos:
proibitiva a utilizacke de uma malha muito refinada. A
complexidade e grande dificuldade da implementasio de EsquUemas
de interpolagio multidimensionais ou baseados nas gguactes de
conservagio completas, nos programas computacionais existentes,
& um Ffator desmotivante para a adocEo destas técnicas de
interpolagfo. A presensa de coeficientes negativos, MnNos CaES0S
“Hkew upwind sy levam a problema de convergéncia ou de resultagos

nio reallsticos (Hassan et als 1983).

A utilizaclo de malhas adaptativas, gque Se ajustam
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