SOLUCAO NUMERICA DE PROBLEMAS DE CAMPO:
CONSIDERACOES SOBRE A FORMULACAO TRANSIENTE

Antonio Filhio C. da Silva

Clovis R. Maliska

Departamento do Fngenharia Mecanica
Universidade Federal de Santa Catarina

Florianopelis - SC

INTPODUGAQ

0s fenomenos fisicos da mecinica dos meios continuos sao via de
regra governados por um sistema de equacoes diferenciais parciais nao
lineares. Exceto em problemas submetidos a diversas  hipdteses
simplificativas, solugoes analiticas para o conjunto de equagoes
governantes nao sao conhecidas. Diversos sao os métodos no entanto que,
através da transformagao do sistema de equagoes diferenciais em sistemas
de equagoes algebricas, conduzem n solugoes aproximadas do problema.

Na solugao de problemas que cnvolvem a determinagao de campos de
velocidade o método que vem =endo empregado com maior sucesso é o
conhecido como método dos volumes [initos [I].

Neste métodn, diversos sao os fatores que fazem com que a snlugEn
seja iterativa. FEntre outros, s°n os seguintes os fatores principais:

- Acoplamento entre as cquagoes: e pratica comum a solugao
segregada de cada conjunto de equacoes algebricas originadas de um mesmo
principio fisico de conservacio. Cemo as equacoes possuem nao
homogeneidades, que sao fungoes d: outras variaveis dependentes, estas
sao assumidas constantes de um nivel iterativo anterior.

- Nao-linearidade: no processo de ohtencao dos sistemas de
equagoes algebricas, hipoteses sao feitas para que estas resultem
lineares. Iteragoes sao necessarias para corregao dos coeficientes.

- Solugao dos sistemas de equagoes lineares: como os sistemas de
equagoes lineares sao grandes, técnicas iterativas sao adotadas nas suas
solugoes. Entre estas se destacam -5 técnicas SOR, ADI, SIP e MSI.

- Avango no tempo: para a -htengaoc de transientes, a partir das
condigoes iniciais e obtida a :clucao ao final de um determinado

intervalo de tempo. Esta solug/ > é entao considerada um campo inicial



para o proximo intervalo de tempo e o processo e repetido atée que o
repime permanente seja atingido cu até quando for de interesse. Mesmo
quando houver apenas interesse na solugao de regime permanente muitas
vezes a formulagao transiente ¢ adotada com objetivo de melhorar a
estabilidade ou mesmo possibiltar a convergencia do processo.

Devido aos diversos niveis iterativos & comum, mesmo aos ja
iniciados na 4area, a confusdo entre niveis iterativos na solugao dos
sistemas de equagoes lineares com niveis iterativos temporais, a
inseguranga no conceito de transiente distorcido e a manipulagao
inadequada de fatores de relaxagido em conjunto com o intervalo de tempo.
0 presente trabalho esclarece estas ¢ outras questoes correlatas e @
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enderecado aos usuarios de metodos numericos em transferencia de calor e

mecanica dos fluidos.

FORMULAGAQ EXPLICITA X EQRMULAGEQ IMPLICITA

A forma generalizada da ecquacao algebrica representando a
conservagao da propriedade ¢ no volume de controle elementar centrado em

P da Fig., 1 é
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onde At é o intervalo de tempo, M 4 a massa contida no volume centrado
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em P e 0o superindice indica o instante em que a variavel & avaliada. 0O

primeiro termo do lado direito da equacao e dado por
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onde os coeficientes B w B s conectam o volume centrado em P com os

volumes E, W, N, ete.

Expressando o valor de ¢ em (n+0) como uma combinacaoc linear do
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valor de § em n e em (n+l), i. e,
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e substituindo (3) em (1) obtem-se
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Para @ = 0, isto &, na formulagao explicita, a eq. (4) se reduz a
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seja nao negativo, isto e,
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e portanto
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A restrigao dada pela eq. (7) e hem conhecida e faz com que,
quando deseja-se alta resolugaoc espacial seja obrigatdério o uso tamhém
de pequenos intervalos de tempo.

Se a formulagao totalmente implicita for adotada a eq. (4) resulta

n+1 _ n+l n
Eﬂpfﬂt + Ea“b]¢P = Eanb¢nb + MP¢Pfﬁt (B)

A eq. (8), aplicada a cada volume elementar da origem a um sistema
de equagoes alpehricas que deve ser resolvido por um dos muitos métodos
conhecidos. A atribuigao do valor de At esta apora relacionada apenas a
precisao desejada da solucao e é portanto dependente do problema fisico

em estudo.
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Figura 1 - Volume elementar para a variavel ¢

IRANSIENTE REAL X TRANSIENTE DISTORCIDO

Na formulacao explicita o valor maximo de At admissivel, dado por

At = HPIEa" (9)

max b

deve ser pesquisado para todos os volumes e deve ser adotado como

i 4 !
intervalo de tempo, no maximo, o menor desses valores. Isto garante que

o critério estabelecido por (7) seja satisfeito para todos os volumes.



0 procedimento acima pode no entanto resultar em um valor de At
que satisfaz com grande folga a restrigac dada por (7) para algumas
regices do dominio. Baseado nessa observagao teve origem o chamado
transiente distorcido que consiste em adotar valores de At diferentes
para cada volume. Evidentemente os campos de ¢ obtidos durante a solugao
nac correspondem a realidade e portanto a formulacao pode ser adotada
quando apenas as condigoes de regime permanente forem de interesse.

Assim, no transiente distorcido, o valor do intervalo de tempo de

cada volume é dado por [2]

At = E At (10)
m
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onde E é uma constante., Substituinde (10) e (9) em (5) chtém-se
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Valores de E menores que a unidade devem necessariamente serem
adotados, uma vez que se esta avancando explicitamente.

A eq. (11) da origem ainda ao que pode ser chamado de 'tranaiente
"ainda mais distorcido ". Se, por exemplo, a marcha de calculo na Fig. 1
for da esquerda para a direita e de baixo para cima, no computo de ¢; '
podem ser usados os valores de ¢S’ ¢w e ¢SW também no instante (n+1) ou
ainda uma combinagao linear desses valores nos instantes n e (n+l).

Assim a eq.(11) pode ser escrita na forma
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onde k so pode assumir valores diferentes de zero nos volumes 5, W e SW.
Da mesma forma, tamheém na solugao implicita o transiente distorcido

pode ser empregado. Substituindo (9) e (10) em (B) obtém-se

n+1 n+1 n
aP¢P = Eanb¢nb * aP¢Pf(I+E} (13)
onde
a, = Eanb{1+E}!E (14)

Por tratar-se agora da formulacao implicita qualquer valor de E pode ser
adotado. Resta comentar que transientes reais podem ser ohtidos com as
formulacoes envolvendo o parametro E se nas eqs. (11) ou (13) forem
utilizados valores variaveis de E de volume para volume de forma a

resultar em um At constante em flﬂj.



RELAXAGAOD

Exceto para alguns raros problemas lineares (por ex. condugcaoc em
um meio com propriedades fisicas constantes) os coeficientes Bay By sns
sao fungao da propria variavel dependente $#. Na formulagao implicita
esses coeficientes devem ser tambem avaliados no instante (n+l) e
portanto sao desconhecidos. Para contornar essa dificuldada é feita uma
estimativa do campe de ¢ no instante (n+l), os coeficientes sao
calculados e um primeiro campo de ¢ em (n+l) pode ser determinado
atraves da solugdo das eqs. (8) ou (13). Evidentemente esse
procedimento implica em um processo iterativo onde os coeficientes sao
corrigidos ateée que, satisfeito algum critério, o campo de possa ser
considerado a solugao do problema nao linear. Quande o intervalo de
tempo € grande, variacoes bruscas no campo de podem ocorrer de uma
iteragao para outra. Essas variacoes hruscas se propagam para o proximo
campo atraves dos coeficientes e o processo pode divergir. Na tentativa
de impedir esse efeito desastroso muitas vezes uma relaxagao e
introduzida através do procedimento a seguir. A eq.(13), deduzida para o

f
transiente distorcido implicito, pode ser escrita na forma
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Adicionando-se e subtraindo-se o wvalor de ¢;+ da 1teracao
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anterior, denotado por ¢ ao lado direito desta ultima expressao,
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resulta b
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A quantidade entre chaves pode ser identificada como a variacao
de ¢;+1 produzida pela iteragao corrente. A relaxacao e introduzida
multiplicando-se essa variagao por um fator @ de forma que (16)
rearranjada resulta em

n+l n+l n n+l
EP¢P Ja = Eanb¢nb + aP¢Pf(l+EJ + apii-u]¢Pi_1 . (17)

Evidentemente, quando @ = 1 em (17) a eq. (13) & recuperada. Uma
expressao analoga a (17) pode ser obtida a partir de (8) para o

transiente implicito real.

REGIME PERMANENTE

Quaisquer das expressoes anteriormente desenvolvidas referentes ao



transiente implicito se reduzem a formulacao para regime permanente
bastando para tanto fazer At ( ou E ) tender a infinito. Como ja
comentado, um procedimento iterativo devera ainda ser aplicado devido as
possiveis nao linearidades e ao acoplamento entre as equagoes.

Algumas importantes observagoes devem ser mencionadas:

- A solugao para regime permanente com relaxagao (eq. 17 com E+=) @
analoga a solugao via um transiente distorcido implicito sem relaxagao
(eq.13). O valor de E na eq. (13) e relacionado ao coeficiente de
relaxagao na eq. (17). Tal analopia estid demonstrada em [2].

- Com relagao a solugao por uma técnica ponto-a-ponto do sistema de
equagoes lineares resultante da formulagao para regime permanente, i.e,
a eq. (17) com E*+= , deve-se observar: a) se @ =1 e for adotado o método
de Jacobi, os campos de ¢ obtidos apos cada varredura do dominio serao
identicos aos campos de ¢ obtidos através do transiente explicito
distorcido (eq. 11) com E=1 ; b) se @ =1 e for adotado o método de
Gauss-Seidel, os campos de ¢ ohtidos apos cada varredura do dominio
serao identicos aos obtidos atraves do transiente explicito "ainda mais
distorcido” (eq. 12) com k=1 e E=1; e c¢) caso seja adotado o método das
Sobre-relaxagoes Sucessivas (a® 1) os campos de ¢ obtidos apés cada
varredura do dominio serao idénticos aos obtidos através do transiente
explicito "ainda mais distorcido", eq. (12) com k=1, desde que E nesta

ultima seja igual a a em (17).

CONCLUSOES

Diversos aspectos das formulagoes transientes comumente empregadas
na solugao numeérica de prohlemas de mecanica dos fluidos e transferéncia
de calor foram enfocados no presente trabalho. O trabalho esclarece e
organiza uma série de conceitos e métodos em uma forma util aos usuarios
de métodos numéricos na area acima mencionada, principalmente no que se
refere a formulagao de regime permanente e sua similaridade com o

transiente distorcido explicito.
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