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BESUIME
Este trabalbo propde wm métoce para simlagido nnmcrica de problemas de mdanga de fase, baseado
principalmenie na tldia de dar wm mellor tralamento namérico a frente de mudanga de fase. () nove método
beva a evcelentes solugdes umidimensionans, serude capaz de prover a posigde da interfoce com erros médios da
ordem de 0.5% com refagde a solugdo evata () método ¢ estanfido ao case bidimensional, introduzindo a
wtilizgagdo de covrdenadas genevalizadas ¢ malha movel Sdo propostos dois tipos de malhas moveis, gerando
duas metodologias diferentes, porém, com a mesma concepgdo

INTRODUCAD

O grande mimero de aplicogdes prabicas ¢ o prncipal
motivagiio para o estudo da mudanga  de  fase  (mdl)
solidofliquido, como, por exemplo, em processos metalurgicos,
ou em instalagbes de ammazenamento de energia por meio de
material de mudanga de fase. Trata-se de wm problema numénco
importante, classilicado na categona dos problemas de “lronleira
movel”, devido @ existéncia da intlerloee  solida/liguido s
movendo no dominio durante a soluglio. Exisiem dois hpos
principais de soluglo, o mélodo da lemperalura, no qual o
posicio da frente ¢ delerminada ¢ o problema resolvido
separadamente em dois dominios, com a aplicagio de condigdes
na interface; e o método da entalpia, no qual ndo se conhece a
posigdo da frente e o problema ¢ resolvido com formulagio unica
para tedo o dominio, No método da entalpia a existéncia da mdl
s ¢ “noticiada” por meio do termo-fonle da equagdo da encrgia,
surgindo, entdo, uma nfinidade de métodos bascados na
maneira de tratar este lenno-fonte. O metodo proposto ndo s
enquadra nestes  Jois hipes  classiwos Possan wna oova
concepido, tratando-se de um método em wm domino, comw o
método da entalpia, mas com o acompanhamento da inlerface,
como o método da temperatura, porém, sem 08 Inconvemenles
da aplicaglio de condigdes de interface. Por isto i denominado
ane-domain froni-tracking method (ODFT). A concepgdo do
nove mélodo ¢ apresentada para solugdio unidimensional, com
comparagdo de resultados com relaglo & solugdo exata. Uma
exlensio do mélodo para geometrias  bidimensionais <
apresentada, sendo propostos dois tipos de malhas movers,
gerando metodologias diferentes. Solugdes idimensionans sio
obtidas para o caso sem convecgdo na fase liquida.

0 X PROY

A formulagdo utilizada ¢ a mesma do método da entalpia,
porém com a temperatura como variavel dependente da equagio
de conservagio de energia, ficando

é o
£ (peT) - V- (kVT)=- 2= (pi 1
Pl (kVT) P ()

mide ¢ & o calor especifico, & é o calor latente de fusdo ¢ f ¢ a
fragdo de liqudo, ou seja, § ¢ a relagio entre a entalpia latenie ¢
o calor latenle do malenal, F=H/L.
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A IDELA BASICA DA NOVA PROPOSTA

O pove metodo propde um tralamento numénco para a frente
de mdll que fornega um nivel maior de detalhamento junto &
miterlace, permitindo wina solugiio mais precisa do problema. As
modilicagdes  se  encontram  basicamente na maneira  de
discretizur o equagio junio d interface, no cilculo da temperatura
no volume em mdf, ¢ no posicionamento da interface. A seguir
estes aspecios sdo discutidos para a geometria unidimensional.

A Discretizaclo da Equaglio. A Eq. (1) discretizada no

temp para wm volume elementar, mostrado na Fig. 1, fica
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Figura | - Volume em mudanga de fase

Os (luxos nos faces do volume em mdf comumente sfo
calculados da mesma forma que nos demais volumes do
dominio, utilizando um esquema de diferencas centrais simples
(des ). como mostrado na Eq. (4) No novo método, utiliza-se a
posigio da interface para o caleulo dos fluxos de calor nas faces
do volume em mdfl, como apresentado na Eq. (5), uma vez que a
temperatura da frente, Ty ¢ conhecida e usualmente tomada como
releréncia, resultamdo T
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Esta aproximacio dos fluxos levando em consideragio a
interface, Eq. (5), foi utilizada inicialmente por Tacke (1985)
Em Crespo (19%6) mostra-s¢ que a equagio da energin ¢ melhor
aproximada com a uwtilizaglo das Egs. (4-5), como feito por
Tacke. E importante observar que, com esta aproximagiio. os
coeficientes da equagfio discretizada passam a depender da
posiclio da interface, xy, nos volumes vizinhos ao em mdl

A _Temperatura no Yolume em Mudangn de Fase Para =
temperatura no volume em mdl uliliza-se o valor oblide po
interpolagiio linear com relaglo aos vizinhos, ao invés do valor
proveniente da soluglo da equaghio da energin neste volume, ou
do valor da temperatura de mudanga de fase, como feito por
Voller (1990). A equaglio da energin ¢ usada para o edleulo da
fragio de liquido no volume e, consegilentemente, a posigio da
interface. Com relago & Fig. 1, o cilculo de Ty € feile como a
Seguir,

Xp -X
L1 sexp/xp<l
XE Xy

Xp —X
L T T,
Xw - Xr

Tp = (6)

A Posiglo da Interface. A Fqg. (2) representa um halango de
energia no volume elementar P de tal forma que o primeiro
termo representa a variagho da energia sensivel no intervalo de
tempo M, o segundo lermo mostra um halongo de Muses de calor
nas faces do volume e o lermo-fonte contabiliza n varing Ao do
energia latente no volume. Conhecide um perlil de lemperatura
podem-se calcular os termos do lado esquerdo da Eqg. (2) e obter
o valor da fraglio de liguido no mstante atual, fp. O cileulo da
variaglo sensivel, VAR, no volume em mdl ¢ feito pela variagfio
da energia sensivel, ES, integrada no volume, uma ver gque a
temperatura no centro deste volume ndo representa wn valor
médio ¢ sim pontual, oblido por intérpolagio linear. A Fig 2
mostra uma representagio grafica da variagho  sensivel no
volume, que ¢ calculada usando as Fgs (7-9) o scguir
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Figura 2 - Variagio da energia sensivel num volume em mdf
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0 valor 1° ¢ armazenado do tempo anterior no caso da frente
permanecer no mesmo volume. Caso contrdrio, a energia
sensivel existente em um volume que niio eslava em mdf é
calenlada como

ES® = pe Ty Axp {10y

A mova posigio da interlaee ¢ (heilmente obtida o partir da nova
frociie de  ligmdo  caleulada no balange  para geometria
unidimensional. 12 acordo com a Fig. 2, pode-se dizer que
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Como no método proposto os Muxes nas (aces do volume em mdf
sie caleulados com relaglio 4 posigio da interface € interessante
que uma primeira avaliagio de x; seja feita para cada lempo,
com a finalidade de reduzir o nimero de ileragiies necessarias
para o convergencin Diliza-se simplesmente a aproxomagio de
velocidade de deslocamento constante para a inlerface a fim de
Prever a sua nova posigio apos wm avango de tempo

GENERALIZACAQ DO METODO

0 desempenhe do nove  méledo  pma problemas
Fdimensionnis serd mostrado pora o cateporin de problemas nos
quais se pode alinhar uma das coordenadas da malha 4 frente de
mdll A solugde numérica adotada wliliza malha estruturada, e,
portanto, os volumes elementares da malha  discreta  sfo
delimitados  por  linhas  coordenadas. A necessidade  de
alinhamento da malhs & posiglio da Trente de mdl surge por
questies mméricas, para Feilitar

* o cilonlo das derivadas com relaglio & posigio da inferface,

# o cileule da posigio da interface a partir do valor da
lragiio de liquide nos volumes em mdl, resullante do
halango de ecnergia nestes volumes

Surge o necessidade de wlilizagio de coordenadas generalizadas
para gque sejn possivel o alinhamento da malha & posigio da
interlace ¢ também para o tralamento de geometrias arbilrdrias,
Alem disto, ntiliza-se malha movel para que o alinhamento se dé
mesmo com o movimento da interface no tempo. Isto ¢, a malha
se alinha & interface & medida que esta se deforma ao longo do
fempe. Sio propostos dois lipos de malha movel:

o malha coincidente com a interface, ¥ a malha mével
comumente ulilizada nas  selugdes pelo método da
temperatura. existindo wma mesma hinha da malha sempre
eoincidente com a interface, separando as duas fases. Tem
o imconveniente de passair momero fiso de malhas cm enda
domminie, ape s espande on comprime g omedida gqoe o
domminio cresce on diminni




« malha ajustavel, que ndo necessanamente comerde com a
interface, apenas, de tempos em lempos s ajusta 4 posiglo
desta, tormando-se aproximadamente paralels. Meste cuso,
a [rente de mdl caminha pela malha discreta, mudando de
volume apos alguns avangos de lempo. Assim sendo, ndo
existe mais a restnigio de niimero constante de malhas em
cada dominio. Porém, como geralmente, a medida que a
interface caminha ela vai se deformando, a malha deve se
gjustar para manler wn cerlo paralelismo eotre una das
linhas conrdenadas ¢ a mterface

A Malha Comeidente Com o Inlerlbee. Come se vé aa Fig 3,
existe uma coluna de volumes e mdl, gque sdo limtados pela
posigio da mbciloce o mstaide aplernn ¢ pela atual - A
lemperatura nestes volumes ¢ conbecida, 1gual a lemperatua Je
mdf, Feita nula como referéncin. A equagdo Jda encrgia ¢, cnlio,
ulilizsda para coleular o volume de materal gue mudon de Gse
o seja, para posicionar cormelamente a mterliace FFste nrctoda ¢
semelhante ao método de Moller (1990, mas agora, com malli
mével, permitindo que a lemperatura seja Teita nula somenle no
volume de material que realmente s¢ encontra em madl
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Figura 3 - Malha comeidente com a mierlace

Com base na Fig 3, venlica-se que a pare da malha gque se
cncontra alé o posigio da mtertace no lempo anternos (FMET) s0
s¢ move uma vee para cada avango de lempo, ndo necessitando
ser convergida junto com a solugdo. A linha comcidente com a
interface ¢ ajuslada por método tlerativo, ¢ as linhas apos a
interface sdo distribuidas de mancira algébrica, geralmente com
espapamento constante, sobre o restante do domimo. A peraghio
da malha parte de wm dos pontos onde & nterfoce enconlia wn
contomo, por exemplo, o ponto “o” representado na Fig. 3, no
qual a interface encontra a face norte do domimo. Entdo, a
malha ¢ gerada de cima pars baixo, encontrando para cada
volume em mdl a posiglio do ponto “se”, am lingdo dos denuns
5w, e O valor do jacobiano imverso, gua represciti i
porglio de material que muda de fase no avango de lempo A, ¢
obtido do balango de energia nos volumes cn mdll, wma ves que
para eles a fragdo de liguido atual & jgual a um Atraves do
célculo das derivadas que compdem a definigio do jacobiano da
transformagiio obtém-se wma equagio para a ordenada do ponto
“sg" com relagdo ds coordenadas dos demais pontos de verlices
do volume cujo jacobiano ¢ conhecido Lste procedimento
encontra-se detalhado em Crespo ( 1996)

A Malha Ajustavel O segundo método se assemelba mas
a0 método unidimensional descrito micialmente. A posicho da
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imlerlace ¢ acompanhada em cada linha que liga os centros de
volume. A nova posiglo da interface ¢ obtida da fragio de
lisuido. caleulada para os volumes em mdl através do balango de
cnergia. Para relacionar a fraglo de ligquide & posigio da
inberfoce, considera-se que esta ¢ paralela a uma das linhas
coordenadas, no caso hnhas £, como mostrado na Fig, 4.

w
E=clecF

{ Epoecifa AR

Figura 4- Relagio entre a Iragdo Jde liguido ¢ a posiglio
da mlerface

A lragie de liquide ¢ a relagio entre a area de liguido, Ay, ¢ a
area total do volume P, Ay, dada por

(= AulAp (12)

Conlorme mostrado em Maliska (1995), a drea no plano fisico
el relocionada @ drea no plano transformado pelo inverso do
Jacobiano da transformagdo, I Como arbitra-se o valor unitiano a
area do volume no plano transformado, o inverso do jacobiano &
a propria arca do volume o plano fisico. Entdo, resulta

e -y (13)

Considerando que as vanagbes sdo lineares dentro do volume,
conclui-se que as denvadas para o volume de liquido podem ser
dadas por

Ixg vy, = Asyp(xgdp

{14)
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iFinverso do jacobiano no centro do volume liquido fica
E 1 y
levy. = AL *g.PE[F - ALL Wne + ﬂl,?q.wl
LI(2 - Ag) g + AELN 16
: i[{ = AS1. e + \-Jl.hn_u]!rg,p {16)
Observie-se quie 5S¢ Xq o= Xow € Vo™ Yow €Xiste proporcionalidade
enlre as dreas, o gue & expresso pela Eq. (16), resultando
lovi=AZL e amn
Substiluinde a Ey. (16) ne expressio da fraglo de lguido, Eq.
(13}, vbiém-se wns equaglo de segundo grau para AZ. Com o

valor de AZp, pode-se delerminar o valor da coordenada £ da
frente de madl no volune, iste &, o valor de £, como representado



na Fig. 4. As coordenadas do ponte [ que posiciona a inlerface
no plano fisico, sdo obtidas a partir do valor de &
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O método admite um certo desalinhamento entre a interfnce
e a malha. Fstabeleceu-se um critério para o realinhamento da
malha & posicio da interface, wlilizando o chamado “fator de
desalinhamento™, FD, que é a maior diferenga entre os valores
de Er da coluna de volumes em mdfl Assim, quanio menor o
desalinhamento admitido, melhor serda a aproximagio do cileulo
da posiglo da interface, pois. para cle considerou-se a inlerface
perfeitamente alinhada 4 malha.  Fm contrapartida,  mais
corregdes da malha serflo necessirias, amnentando o lempo de
processamento para a solugdo do problema. Quando o FIY atinge
o valor miximo admissivel, a primeira linha E=cle apos a
interface é recalculada a fim de ficar paralela a esta. As linha
anteriores nfio sfo ajustadas ¢ as demais linhas apos esta
primeira sfio redistribuidas no restante do dominio.

N =cle

Figura 5 - Calculo do dnguloe da interface

O alinhamento da malha & posiglio da interface & feilo
encontrando-se o fngulo de inclinagfo da interface com relagin
a0 eixo v, por exemplo, ¢ fazendo a prumeira linha apos a
interface paralela a ela. Partindo-se de um dos extremos da
linha, denominade ponto “o” na Fig 5, os demais pontos sfio
obtidos por meio do fingulo conhecido da interface. A Fig. 5,
maostra os ingulos da interface e da malha, tal que

Pp =£n¥l=tg“‘[%‘;.] (1m
Av
RESULTADOS

Para a geometria unidimensional, as solugdes oblidas com o
presente método (DFT) slio comparadas 4 soluglo exala de
Meumann {Carslaw & Jaeger, 1959), e 4 solugfo oblida usando o
método da entalpia desenvolvido por Voller, apresentado em
Voller (1990) e Voller & Swaminathan (1993). Os gralicos
apresentam as solugBes com relaglo ao tempo adimensional
dado em termo do Fourier, Fo= at / LY onde @ ¢ o difisividade
térmica e L o comprimente caracleristion do problema As
solugdes sfio oblidas para diversos valores do numero de Stefan

vy

definido gencricamente como Ste= (o, Ty, - ¢ Ts ¥ L, onde ¢ é
o calor especifico do maternial, T a temperatura, L o calor latente
de fusio ¢ os subindices Loe 8 se referem respectivamente a fase
liguida ¢ 4 sohda. Para a geometria bidimensional as solugdes
sfio comparadas novamente com solugdes obtidas com o meétodo
de Voller { 19907 ¢ com alguns dados da literatura,

Resultados Unidimensionais com Propriedades Continuas.
A Iu| & comparn histoncos de temperatura na posiciio x=0,175,
¢ a Fig. 7 apresenta a posiciio da interface no tempo para varios
valores de Ste. Os avangos de tempo foram AFo=0,002 em todes

05 casos, menos para Ste=5.0, quando utilizou-se AFo=0,001,
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Figura 6 - Histérice de temperatura no ponto x=0,175
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A tabela 3 apresenta os lempos tolais de solidificagiio nos trés
casos e o nimero de malhas ytilizadas ao longo da solugho. isto
¢, a inicial mais as ajustadas pelo método. A Fig 9 mostra as
curvas de posiclio x da interface na fronteira norte e na diagonal,
comparadas 4 soluglo com malha fixa 10x10 volumes no
dominio. Como previsto, & medida que se aumenta o FI? a
solugio se deteriora, pois o método considera que a interface ¢
paralela a linhas £ Este fato pode ser verificado atraves da
soluglio com FD=0.3. Percebe-se que em certos momentos a
soluglo junto & diagonal fica bastanle allerada, concluindo-sc
que este valor de FI? é muito elevado
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Figura 9 - Previsfio da posicio da frente com malha ajustavel
A solugSo usando malha coincidente com a interface tambem

foi obtida para malha 10x%10, 50 que inicialmente comprimida, se
expandindo & medida que o dominio solido aumenta
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Figura 10 - Solugdio para malha coincidente com interface
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A Fig 10 mostra as curvas de posigio x da inlerface na fronteira
norte ¢ na dingonal, comparadas 4 solugo com malha fixa
220 volomes mo dominio. Verifica-se uma  excelente
concotdincin enlie a5 solugdes. Porém, o método apresentou
problema no final do dominio, onde a interface tende a se
reduzir a um ponto. Por isto, o cdlculo do tempo lotal de
solidilicogiio com este metode fica prejudicado neste caso, Mas
esta & apenas uma peculiaridade da peometria deste problema
especifico. nio  configurando wm  problema do  método
proprimmente difo

CONCLUSOLS

Um novo mélode ¢ proposto, o qual nfio se enquadra em
nenhuma das duas linhas em gue se vinha historicamente
pesquisando. Este ¢ um [sto novo na ares, gque pederd permitir
gramdes avangos futures, 0 métedo em um  dominio com
acompanhamento  da  frente - OIFT  apresenta  excelentes
restiltados umdimensionais ¢ boas solugdes  bidimensionais.
s noves alpontmes para adaptaciio da malha 4 posiglo da
inbet e Toram descivolvidos, mestiamde bons resullindos
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ABSTRACT

The method proposed in thiv woek advances @ new idea,
where a hefter froatment i giving fo the moving_front without
the inconveniece of appling conditions at the interface. The
mrethed i able of predicting the position of the moving front
with 5% ervor when compared whit analvtical solutions. The
mictheod i generalizod wsing cwrvilinear coondinate svstoms and
movivge peieds Pwe i geied methonds ove prapesand e
denernseenennd coend twodlimensional proddems aee soleed  oed
compareed witl eovarfoble vesales in the litevarre




