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RESUMO. O presente trabalho apresenta uma comparação entre dois métodos de solução
de sistemas (GMRES e Bi-CGSTAB) aplicados a solução de problemas de reservatórios de
petróleo empregando uma formulação de implicitude variável (AIM – Adaptive Implicit
Method). O modelo físico é o black-oil, bifásico (óleo-água) e as equações são discretizadas
empregando-se o método dos volumes finitos e foram utilizados malhas de Voronoi não-
estruturadas para discretização do domínio físico. Como critério de chaveamento de
implicitude foram utilizados os critérios de estabilidade e variação na saturação. Os
resultados são apresentados em termos de tempo de CPU, número de iterações de Newton,
número de iterações no solver e percentagem de implicitude.
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INTRODUÇÃO

As equações de conservação de massa dos componentes óleo, água ou gás podem ser
consideradas hiperbólicas para a saturação (ou quase hiperbólicas, quando a pressão capilar é
considerada e os fluidos são compressíveis) e a equação da pressão elíptica, ou quase elíptica
(quando os efeitos de compressibilidade das fases ou rocha são considerados). Este fato sugere
que na avaliação do fluxo de massa, num determinado instante de tempo, os termos que
dependem da saturação podem ser avaliados com a saturação do instante de tempo anterior, e
os  termos que dependem da pressão sejam avaliados no mesmo instante de tempo em que o
fluxo está sendo calculado, originando o esquema IMPES (Implicit Pressure Explicit
Saturation). Este fato desacopla a equação da pressão das equações de saturação, originando
um jacobiano cuja única incógnita é a pressão. Por outro, se tanto a pressão como as saturação
são avançadas implicitamente, tanto a pressão como as saturações fazem parte do jacobiano.
Se por um lado, o avanço implícito da pressão e das saturações torna o avanço das variáveis
no tempo mais robusto, permitindo que maiores intervalos de tempo sejam empregados, o
sistema linear resultante é muito maior, implicando diretamente no custo da obtenção da
solução.

Baseado no fato de que o avanço explicito da pressão pode originar problemas de
instabilidade, quando se emprega grandes intervalos de tempo, somente em algumas regiões do
reservatório, como nas proximidades dos poços, Thomas e Thurnau1 propuseram o uso do
esquema AIM – Adaptive Implicit Method. Cujo conceito foi posteriormente melhorado por
Forsyth Jr. e Sammon2. A idéia do método implícito adaptativo é avançar todas as incógnitas
implicitamente nas regiões onde o CFL é maior que um ou onde ocorram grandes variações
nas saturações, e no restante do reservatório somente a pressão é tratada implicitamente. Neste
esquema a matriz jacobina contém  informação de células que são totalmente implícitas e de
outras que são parcialmente implícitas, com este formato mudando de acordo com o avanço da
solução no decorrer do tempo.

O objetivo do presente trabalho é analisar o comportamento de dois métodos de solução de
sistemas lineares (GMRES – Saad e Schultz3) e (Bi-CGSTAB – van der Vorst4) na solução de
problemas de reservatórios de petróleo empregando a metodologia AIM. O modelo
empregado é o modelo black-oil (água-óleo) e as equação são discretizadas empregando-se o
método dos volumes finitos aliado a uma discretização não-estruturada utilizando malhas de
Voronoi, Palagi5 e marcondes et. all.6. Para geração dos diagramas de Voronoi empregou-se o
gerador desenvolvido por Maliska Jr.7. Como critério de chaveamento de um volume de
IMPES para TI e vice-versa foram adotados dois critérios: um baseado nas variações das
saturações e outro baseado nos autovalores do sistema local da célula. Maiores detalhes
podem ser encontrados em marcondes et. all.8 e Fung, et all.9. Os sistemas lineares foram
precondicinados a esquerda empregando-se uma fatoração ILU incompleta. Os resultados são
apresentados em termos de tempo de CPU, número de iterações de Newton e no solver, erros
de balanço nos componentes e percentagem de implicitude.
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MODELO FÍSICO

O modelo físico empregado representa o escoamento bifásico (óleo-água) em reservatórios
de petróleo. Apresenta-se agora uma breve descrição do modelo. Maiores detalhes podem ser
encontrados em Palagi5. Assumindo que existe somente duas fases imiscíveis no reservatório
(óleo (o) e água (w)) e desprezando os efeitos de pressão capilar e gravitacional, pode-se
escrever a equação de conservação volumétrica para a fase p como
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onde φφ é a porosidade e Bp é o fator de formação volumétrica da fase p. Sp é a saturação da
fase p, P é a pressão dos fluidos presentes no reservatório, qp é a vazão nas condições de
armazenamento da fase p por unidade de volume do reservatório e λλp é a mobilidade da fase
p, definida por
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onde K é a permeabilidade absoluta do meio, Krp a permeabilidade relativa e µp a viscosidade,
respectivamente, da fase p.

Escrevendo a Eq. (1) para as fases óleo e água constata-se que existem três incógnitas (So,
Sw e P) e apenas duas equações. A equação para o fechamento do problema vem da
conservação da massa global, dada por

1SS ow =+
(03)

INTEGRAÇÃO DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES

A Fig. 1 apresenta um volume de controle de Voronoi. O ponto i é o ponto gerador e os
pontos j’s seus vizinhos. Para cada ponto j é possível alinhar um sistema cartesiano local x'-y'
de tal forma que o eixo x' (linha que une o ponto i ao ponto j) seja perpendicular a face do
volume de controle e o eixo y' paralelo a esta face.

Integrando a Eq. (1) no espaço e no tempo, tem-se
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Fig. 1 - Volume de controle de Voronoi

O índice θθ na Eq. (4) depende do tipo de metodologia empregada num certo instante de
tempo, numa determinada região do reservatório. Se for mantido igual a um em todo o
reservatório a metodologia será TI, se for igual a zero a metodologia será IMPES. Caso θθ
assuma em algumas regiões, valor igual a zero e em outras igual a um, a metodologia será
AIM. qp  é a vazão volumétrica da fase p nas condições de superfície e Nv o número de

vizinhos do volume i. O termo Tij na Eq. (4) é o fator de transmissibilidade, dado por
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onde h e b são a altura e largura da face ij, respectivamente.

METODOLOGIA AIM

O sistema de equações é resolvido iterativamente usando o método de Newton. Avaliando-
se os termos de produção/injeção implicitamente e considerando que as mobilidades das fases
podem ser implícitas ou explícitas pode-se escrever a Eq. (4) na forma residual como,
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Para o cálculo de 
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  adotar-se-á o seguinte procedimento: Krp,ij será calculado pelo

esquema UDS (upstream weighting scheme) e (µpBp)ij será calculado pela média aritmética dos
correspondentes valores nos pontos ij.

Expandindo o resíduo em série de Taylor, tem-se
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onde υυ é o nível iterativo e X representa as incógnitas (P ou Sw). Assumindo-se que o resíduo
na iteração υυ + 1 é zero, tem-se
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As incógnitas são calculados após cada iteração newtoniana, como

11 XXX +υυ+υ ∆+=
(09)

neste caso, X denota P e Sw se ambas foram consideradas implícitas ou P caso esta seja a única
incógnita do implícita do volume.

Com o intuito de desacoplar as saturações da pressão dos volumes explícitos, a linha de
blocos de cada volume é multiplicado pelo inverso do bloco da diagonal. Caso o volume seja
tratado explicitamente, este processo origina duas equações, na qual a primeira representa a
equação da pressão e a segunda a equação da saturação, a qual é desacoplada da equação da
pressão, maiores detalhes marcondes, et all.8. O sistema a ser resolvido para a pressão e
saturação dos volumes implícitos é dado por,

[ ] υ+υυ −=∆ *1 RXJ
(10)

onde, R*υυ é o vetor resíduo multiplicado pela inversa da matriz do bloco diagonal de cada
volume de controle. Resolvido o sistema dado pela Eq. (10), obtém-se  P e Sw  para os
volumes implícitos através da Eq. (9). Para a região explícita Sw é obtido através da Eq. (11),
onde onde Jij representa os coeficientes da segunda linha de i após a multiplicação pela matriz
inversa da diagonal. Observe que após o processo de multiplicação de cada linha bloco do
jacobiano pelo inverso do bloco diagonal de cada linha os elementos finais do jacobiano podem
ser 1x2, 2x1, 2x2 ou 1x1.
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SOLUÇÃO DOS SISTEMAS LINEARES

Considere o sistema linear,
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RxJ =
(12)

onde J é a matriz jacobiana e x é o vetor solução e R é a função resíduo. Observe que ∆x, na
Eq. (9) foi substituído por x na Eq. (12), por simplicidade. Os métodos iterativos não-
estacionários, em geral, utilizados para a solução deste tipo de sistema, apresentam taxa de
convergência lenta. Com o objetivo de melhorar a taxa de convergência destes métodos,
resolve-se o sistema equivalente,

RzMJ 1 =−   e  zMx 1−=
(13)

onde, M é denominada matriz de precondicionamento e deve ser ao mesmo tempo, uma boa
aproximação do jacobiano e sua fatoração fácil de ser obtida. No presente trabalho, empregou-
se uma fatoração incompleta ILU(1), Marcondes et. all10.

Método GMRES

No método GMRES (sem precondicionamento) de Saad e Schultz3, a cada passo minimiza-
se a norma do vetor jR – J(xo+z)j, onde z é um membro do subespaço de Krylov Km = span
{ro, Jro, ....,J

{k-1}ro}. Na prática a dimensão m do espaço de Krylov é determinada no sentido de
reduzir o custo do algoritmo como também a restrição de memória. No processo de
minimização, busca-se uma base ortonormal de Km e posteriormente resolve-se um problema
de quadrados mínimos. Os resultados deste trabalho correspondem à utilização do método de
Gram-Schmidt modificado sucedido por rotações no plano.

Algoritmo.

Passo 1 – inicialização

ro = R – Jxo  ; v1 = ro / jro j e e1 = jro j

Passo 2 – iteração do GMRES

Para j=1,...,m

Zj = M-1 vj

Passo 3 – ortogonalização de Gram-Schmidt modificado

Para i=1,....,j

ui,j = (w,vi)

w ß w - ui,j vi

uj+1,j = jwj

vj+1 = w/ uj+1,j
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ûj = {u1,j,...., uj+1,j}
T

Passo 4 – Algoritmo QR (rotações de Givens)

Para i=1,...,j-1
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rotação aplicadas a Û

ui,j ← γ

ui,j+1 ← 0

rotação aplicada a e

ej+1 ← -sjej

ej ← -cjej

se  ej+1 < TOL saia do loop j

Passo 5 – resolver y
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Passo 6 – resolve x

x = xo + Zmym

se jrij/jro j < TOL pare

senão

Passo 7 – recomeço

ro = R – Jxm

xo = xm e v1 = ro / jro j, vá para o passo 2

No algoritmo apresentado e é o vetor canônico de m+1 componentes, TOL é a tolerância e
Zm = [z1,...,zm].
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Método Bi-CGSTAB

O Bi-CGSTAB, de van der Vorst4, foi desenvolvido no sentido de corrigir “freqüentes
irregularidades” no processo de convergência do método CGS (Conjugate Gradient Squared,
Sonneveld11), por um tipo de minimização local do vetor resíduo. O CGS pode ser visto como
um método no qual o operador contração do BiCG (BiConjugate Gradient, Voevodin12) é
aplicado duas vezes. O Bi-CGSTAB pode ser interpretado como o produto do BiCG e
repetidamente aplicado o GMRES (1). Ao menos localmente, o vetor resíduo é minimizado, o
qual conduz a uma convergência suave, Barrett et all.13.

Algoritmo Bi-CGSTAB

ro = R – Jxo

orr̂ = ; ρo = αo= ωo = 1

vo = po = 0

para i=1,2,...

ρi = ( r̂ ,ri-1)

βi-1 = (ρi/ρi-1)/( αi-1/ωi-1)

pi = ri-1 + βi-1 (pi-1 - ωi-1vi-1)

p̂ = M-1pi

vi =  J p̂

αi = ρi/( r̂ ,vi)

si = ri-1 - αi-1vi

ŝ  = M-1s

t = J ŝ

ωi = (t,s)/(t,t)

xi = xi-1 + αi p̂  + ωi ŝ

ri = s - ωit

se jrij/jro j < TOL pare

senão

xi-1 = xi ; αi-1 = αi ; ωi-1 = ωi ; ρi-1 = ρi

A Tab. 1 apresenta o número aproximado de operações para cada um dos métodos.
Observa-se que o Bi-CGSTAB realiza um produto matriz-vetor e resolve um sistema
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aproximado a mais que o GMRES. Isto em alguns casos pode prejudicar a convergência do
método em termos de tempo de CPU.

Tab. 1 – Número de operações dos métodos para i iterações

MÉTODO (x,y) y + αx Y = Jx y = M-1x

GMRES i +1 i +1 1 1

Bi-CGSTAB 4 6 2 1

RESULTADOS

Todos os casos analisados nesta seção foram obtidos com os seguintes critérios: ∆∆P*max

igual a 68,95 kPa e ∆∆S*w,max igual a 5x10-3. Uma nova iteração newtoniana foi requerida
quando em algum volume as variações na saturação e pressão ultrapassaram valores
predeterminados, independentemente da saturação ser explícita ou implícita. O critério de
parada no solver foi jrj/jroj ≤≤ 10-3, onde jrj é a norma do resíduo após um determinado
número de iterações  e jroj o resíduo inicial.

Antes de apresentar as comparações das metodologias, explicar-se-á como foi aplicado o
critério de estabilidade proposto por Fung et al.9. No trabalho destes autores foi aplicado a
metodologia AIM para problemas trifásicos (óleo, gás e água). Desta forma, o critério de
estabilidade requer o cálculo de três autovalores em cada volume. Para evitar o cálculo dos
autovalores em todos os volumes, Fung et al.9 propuseram que só fossem calculados os
autovalores na fronteira entre regiões implícitas e explícitas. Onde existisse uma troca nas
células testadas nesta região, todos os vizinhos explícitos deveriam ser testados se a troca é de
explicito para implícito (troca à frente) ou nos vizinhos implícitos se a troca é de implícito para
explícito (troca para trás), repetindo-se este procedimento até que nenhum volume devesse ser
trocado. No presente trabalho, foram calculados os autovalores para todos os volumes.
Observe-se que com a hipótese de incompressibilidade dos fluidos é necessário calcular
somente um autovalor por volume. Mesmo calculando-se os autovalores para todas as células
observou-se somente uma pequena parcela de célula implícitas. Desprezando-se a hipótese de
incompressibilidade os resultados foram idênticos. Para os resultados que serão expostos,
foram testados o critério de estabilidade juntamente com critério de mudança na saturação.

Nas tabelas a seguir, λλ1 é o limite para troca à frente, λλ2 o limite para troca para trás e ∆∆Sw

é a variação na saturação da água empregada para troca de implicitude. Utilizando o critério na
saturação, sempre que uma célula foi trocada todos os seus vizinhos foram checados. Para
troca para trás foram realizados alguns testes para descobrir a freqüência com que a mesma
deveria ser realizada. A troca a cada 20 iterações no tempo forneceu bons resultados. Foram
testados as seguintes freqüências: 10, 20, 30 e 50. Todos os testes foram realizados numa
estação de trabalho SUN SPARC Ultra10 com 256 Mbytes de RAM. Os tempos de CPU
apresentados foram normalizados dividindo-se o tempo de computação pelo tempo de
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computação mínimo entre os métodos. Os mesmos referem-se a montagem do Jacobiano, lado
direito (função resíduo) e tempo no solver. Com o intuito de verificar a robustez dos
algoritmos de solução dos sistemas lineares testou-se vários critérios de chaveamento de
implicitude.

Para verificar os erros de conservação nos componentes óleo e água foi calculado um erro
global durante toda a simulação para cada componente (EBCp), de acordo com a Eq. (14). O
numerador da Eq. (14), a cada instante da simulação, representa o erro no volume da fase p
medido desde o instante inicial da simulação e o denominador o volume de água injetada.

∑ ∆∑ −∆∑ −∆+= tq)VtqtqV(EBC wip,fppwip,ip
(14)

onde, Vi,p é o volume inicial da fase p, Vf,p o volume final da fase p avaliada em um
determinado instante de tempo, wiq  o volume total de água injetada em cada intervalo de

tempo e ppq o volume total de água produzida em cada intervalo de tempo.

Nas tabelas que seguem G e B referem-se respectivamente, ao GMRES e ao Bi-CGSTAB.
NIS é o número total de iterações no solver, NIN número de iterações de Newton e NIT
número de iterações no tempo.

O primeiro caso analisado é para o escoamento cujas curvas de permeabilidade relativa são
funções quadráticas da saturação. Os dados físicos e geométricos encontram-se na Tab. 2 e as
curvas de permeabilidade relativa e razão de viscosidade são fornecidas pela Eq. (15). A Fig. 2
apresenta a malha hexagonal-híbrida empregada. As Tabs. 3 e 4 apresentam os resultados
M=10 e 50, respectivamente.
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Tab. 2 - Dados físicos e geométricos do reservatório - caso 1

Dados do reservatório Condição inicial Propriedades físicas

k = 12,5 x 10-15 m2 Swi = 0 Bo= Bw = 1 a 0 Pa

h = 6,09 m Pi = 6,893x105 Pa µo = 10-3 Pa.s

A = 1,6 x 105 m2 Sor = 0 µw = 1/M x10-3 Pa.s

φ = 0,08 co = cw= 1,45x10-9 Pa-1

Rw= 0,0914 m q ql w1 1= =1,10 x 10-4m3/s
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Fig. 2 - Malha hexagonal híbrida com 445 volumes

Tab.3 – Malha hexagonal-híbrida com 445 volumes – M=10 – 1,82 VPI – menor tempo de
CPU= 30,99 s.

TCPU NIT NIN PI (%) NIS EBCo x104 EBCw x104Critério

(λ1-λ2-∆SW) G B G B G B G B G B G B G B

1,0-0,8 1,03 1,08 381 381 541 541 4,93 4,93 9885 7990 3,81 3,72 0,29 4,77

1,0-0,9 1,03 1,18 381 381 541 541 4,60 4,60 9849 8018 3,86 3,86 0,56 3,34

0,8-0,6 1,02 1,16 380 380 529 529 6,43 6,43 9746 7797 3,46 3,40 0,19 3,23

1,0-0,8-0,01 1,00 1,14 359 359 509 509 12,96 12,95 9187 7379 3,12 2,94 0,73 2,31

1,0-0,8-0,02 1,00 1,14 360 360 515 515 10,22 10,22 9316 7510 4,10 3,90 1,75 3,80

1,0-0,8-0,05 1,06 1,22 372 372 550 550 6,35 6,35 10014 8158 3,76 3,45 0,40 4,80

0,01 1,29 1,53 359 359 514 514 64,45 64,52 9258 7582 3,11 2,88 1,18 3,34

0,02 1,26 1,49 359 359 517 517 56,59 56,59 9425 7690 4,21 4,06 0,32 4,63

0,05 1,39 1,60 374 374 630 630 31,08 30,97 11940 9508 4,17 4,12 16,70 23,80
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Da Tab. 3 pode-se verificar que para cada critério empregado (λ1-λ2-∆SW), o GMRES e o
Bi-CGSTAB produziram resultados bastantes similares em termos de NIT, NIN, PI e EBCp.
Por outro lado, em todos os casos testados o número de iterações no solver foi menor para o
Bi-CGSTAB. No entanto, este decréscimo no número de iterações não foi suficiente para o Bi-
CGSTAB requerer um menor tempo de CPU quando comparado com o GMRES. Uma
possível causa para isto pode ser motivada pelos motivos anteriormente expostos na Tab. 1.

A Fig. 3 apresenta uma curva de jrj/jroj versus número de iterações para o GMRES e Bi-
CGSTAB durante um determinado tempo de simulação numa iteração de Newton. Observa-se
que a taxa de convergência do GMRES é um pouco mais lenta que a do Bi-CGSTAB. No
entanto, a convergência do GMRES é bem suave.

0.00

0.10

0.20

0.30

0.40

0.50

r 
 /

  
r

0 5 10 15 20 25

Iterações

Bi-CGSTAB

GMRES

o

Fig. 3 – Razão de resíduos - Configuração de cinco poços – vpdinj = 6,95x10-2 – M = 10

Os resultados apresentados na Tab. 4 e Fig. 4 para M=50, apresentam comportamento
similar àqueles da Tab. 3. A diferença principal em relação ao escoamento para M=10 é que o
escoamento é mais instável devido a maior razão de viscosidade óleo/água. Novamente,
observa-se um comportamento similar em termos de tempo de CPU e razão de convergência.

Pode-se verificar no gráfico da Fig. 4, que o comportamento do GMRES é
substancialmente mais suave, não apresentando eventuais oscilações no processo de
convergência como ocorre em algumas iterações do Bi-CGSTAB. Este último entretanto,
mesmo no caso de apresentar irregularidades no processo iterativo, a convergência é
alcançada.
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Tab.4 – Malha hexagonal-híbrida com 445 volumes – M=50 – 1,82 VPI – menor tempo de
CPU= 26,88 s.

TCPU NIT NIN PI (%) NIS EBCo x104 EBCw x104Critério

(λ1-λ2-∆SW) G B G B G B G B G B G B G B

1,0-0,8 1,30 1,49 362 362 592 593 7,73 7,74 9669 8125 7,36 6,86 0,22 0,10

1,0-0,9 1,27 1,46 362 362 578 578 7,33 7,33 9531 8089 7,24 6,73 0,22 0,11

0,8-0,6 1,38 1,60 361 361 617 616 11,21 11,20 10361 8125 5,30 6,86 0,22 0,10

1,0-0,8-0,01 1,00 1,19 346 346 442 442 13,63 13,63 7350 6654 7,21 6,72 0,18 9,14

1,0-0,8-0,02 1,24 1,42 348 348 563 563 13,40 13,40 8979 7841 8,35 7,96 0,19 0,10

1,0-0,8-0,05 1,13 1,32 357 357 497 497 8,79 8,79 8637 7513 6,84 6,25 0,19 9,62

0,01 1,27 1,57 344 344 445 445 67,06 67,06 7365 6649 7,64 7,07 0,19 0,13

0,02 1,72 2,04 347 347 639 639 59,91 59,91 10082 8574 8,05 7,57 0,21 0,13

0,05 2,05 2,37 367 367 832 824 31,66 31,74 13835 11564 8,34 7,94 0,18 0,54

0 4 8 12 16 20

Iterações

0.00

1.00

2.00

3.00
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 r
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 r Bi-CGSTAB
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Fig. 4 – Razão de resíduos – Configuração de cinco poços - vpdinj = 1,31x10-2 – M = 50



_________________________Mário C. Zambaldi e Francisco Marcondes______________________________

169.14

A Tab. 5 apresenta os dados para uma configuração mais realista do ponto de vista de
reservatório de petróleo. As curvas de permeabilidade relativa e viscosidades são dados pela
Eq. (15) e (16), respectivamente. A Fig. 5 apresenta a malha hexagonal-híbrida empregada. O
resultado desta comparação estão listados na Tab. 6.

K - 1 = K

55)/27 - S325 + S0,2)(-250 - S( = K

rwro

w
2
wwrw

(15)

]s.Pa[))10x37.1P(10x45.11(10x163.1

]s.Pa[))10x37.1P(10x45.11(10
7123

o

7123
w

−+=µ

−+=µ
−−

−−

(16)

P1

P4

P5

P6

P3

P - Producer well
I  - Injector   well

P2

I1

I2

Fig. 5 – Malha hexagonal-híbrida com 672 volumes
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Tab. 5 – Dados físicos e geométricos – configuração de oito poços

Dados do Reservatório Condição inicial Propriedades físicas

k = 3,0 x 10-13 m2

h = 15 m
A = 1,82 x 106 m2

φφ = 0,30
rw= 0,122 m

Swi = 0,20
Pi = 2,068427x107 Pa
Sor = 0,20

Bo=Bw = 1 a 2,068427x107 Pa
Pc = 0
Co = cw= 7,25x10-9 Pa-1

/sm102,024x=q

/sm102,94x=q

/sm10-7,36x=q=q

/sm10-5,52x=q

/sm10-1,1x=q

/sm10-9,2x=q=q

33-
i2

33-
i1

34-
p6p5

34-
p4

33-
p2

3-4
p3p1

Tab. 6 – Configuração de oito poços - Malha hexagonal-híbrida com 672 volumes – 1,82 VPI
menor tempo de CPU= 39,58 s.

TCPU NIT NIN PI (%) NIS EBCo x104 EBCw x104Critério

(λ1-λ2-∆SW) G B G B G B G B G B G B G B

1,0-0,8 1,02 1,21 455 460 553 563 3,94 3,90 8011 6284 3,51 1,85 2,17 1,92

0,8-0,6 1,03 1,19 456 455 556 551 5,34 5,28 8067 6035 1,62 1,03 1,14 0,57

0,8-0,6-0,01 1,05 1,17 455 455 553 533 7,06 7,46 8048 5877 2,27 2,08 1,41 1,69

1,0-0,8-0,01 1,00 1,17 455 455 532 532 6,25 6,25 7700 5898 2,47 2,40 1,10 1,82

1,0-0,8-0,02 1,05 1,23 455 455 559 559 6,10 6,10 8161 6263 2,74 2,65 1,47 2,12

0,01 1,16 1,40 455 455 542 542 34,29 34,29 7973 6394 2,47 2,41 1,23 1,94

0,02 1,22 1,44 457 457 595 595 25,61 25,61 8749 6805 6,78 6,05 4,56 0,20

Novamente, o GMRES foi o método que requereu o maior número de iterações, mas
consumiu o menor tempo de CPU, mesmo observando-se que o Bi-CGSTAB requereu
aproximadamente 20% menos iterações que o GMRES. A Fig. 6 apresenta a razão jrj/jroj
versus número de iterações. Neste ponto da solução o Bi-CGSTAB apresentou uma taxa de
convergência suave e similar ao GMRES.
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Fig. 6 – Razão de resíduos - Configuração de oito poços – vpdinj = 2,77x10-2

CONCLUSÕES

Os resultados numéricos do presente trabalho mostram o desempenho de dois métodos
iterativos não estacionários, GMRES e Bi-CGSTAB ,usualmente recomendado na literatura
científica, para problemas que exigem várias iterações de Newton.  Nos diferentes casos,  e
com malhas diferentes, fica constatado que o GMRES apresenta um desempenho mais
uniforme no que se refere ao comportamento de todo o  processo iterativo. Embora
apresentando um número maior de iterações, o GMRES demanda menor tempo
computacional. Em geral este método demanda menor número de operações desde que a base
do espaço de Krylov associado não tenha dimensão elevada. Embora isto possa ocorrer em
algumas aplicações não foi o caso no presente trabalho. Cabe ressaltar ainda que os recomeços
no processo de ortogonalização do GMRES  são uma maneira de superar esta possível
limitação do método. O Bi-CGSTAB por sua vez, apresenta certas irregularidades no processo
iterativo. Embora este fato não comprometa a convergência à solução em cada iteração de
Newton, este método apresenta um custo por iteração que pode comprometer seu desempenho
considerando toda a simulação numérica. De qualquer forma, o fato de este método exigir um
número menor de iterações que o GMRES é significativo.

Como o processo de solução dos sistemas lineares representam o trabalho
computacional básico para o tipo de modelo que foi considerado neste trabalho, a avaliação do
desempenho dos métodos iterativos e temas relacionados como precondicionamento são temas
relevante nesta linha de pesquisa. Os métodos considerados neste trabalho mostraram robustez
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no processo de convergência e futuras experiências numéricas necessariamente deveriam
considerá-los como base de comparação.
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