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RESUMO

Um esquema numérico, dentro do contexto de volumes finitos, utilizando-
se a disposigdo das varidvels desencontradas, é proposto, visando minimizar
o problema da difusio numérica. A estratégia empregada basela-se na propo-

sigfio de uma fungéo de interpolagio, para a aproximagéo das varidveis nas fa-
ces do volume de controle, consistente com as equagbes de conservagdo.O

objetivo basico do presente trabalho é investigar o comportamento do esque-
ma numérico quando estio presentes as duas componentes do termo convec-
tivo na fungdo de interpolagdo das propriedades na face do volume de
controle. O esquema proposto é empregado na solugio de um problema teste

e os resultados confrontados com dados obtidos de solugdes existentes na Ii-
teratura.

NOMENCLATURA

B - forgade campo por unidade de volume, [M/(L? %))
B* - varidvel definida pela equacéio (10), {Mcﬂ{l.“ 1]

B** - varldvel definida pela equagdo (13), [¢]

C1 - varivel definida pela equagdo (5), [M/(Lt)]

Cz - wvaridvel definida pela equagéo (6), [M/(L1)]

Ca - varidvel definida pela equagdo (7), [M/(Lt)]

J - Jacobiano da transformagéio
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m - vazdo massica do fluido, [M/]
P - pressao nas equagbes de Navier-Stokes, [l'ulJ’I:Lt2 ] “""Huuucﬁ P B— e .
. a ma 0s emas a enge ; os nimeros de
f“' - gradiente de pressao na equagao (3), u..:'{l.z 2] Reynolds ou Peclet estdo envolvidos e, nestes casos, o esquema de diferenga
P? - varidvel definida pela equagéo (4), [M/(L? *)] central leva a um comportamento oscllatério ndo fisico com sérios problemas
Pe" - variavel adimensional definida pela equagdo (12) de convergéncia.
7 Sorta d des de o, 9y Por outro lado, célculos utilizando esquemas "upwind”, frequentemente,
-4 Y saialh sofrem grandes imprecisoes devido a falsa difusao, ou difusao numérica, resul-
8 - varidvel definida pela equagdo (4), [Mg/(L"1)] tante de erros de truncamento, existéncia de termos fonte, presenga de gran-
t - tempo, [t] des gradientes da varidvel dependente normais & linha de corrente, e
u - componente da velocidade na diregdo x, no sistema cartesiano, inclinacdo do vetor velocidade relativamente & malha.
L) Embora o refinamento da malha possa allviar todos estes problemas, o
o nte da velocidade, sem normalizacio mé- grau de refinamento necessério é totalmente impraticavel para os objetivos da
9 Epﬁﬁme SOG40 . - engenharia, especlalmente para escoamento tridimensional, turbulento, tran-
y slente e com altas velocidades, ocasionando, portanto, excessivo custo com-
v - componente da veizcldade na diregdo y, no sistema carteslano, putacional.
Al ) Uma melhoria introduzida nos esquemas numéricos, visando agrupar as
v - componente contravariante da velocidade, sem normalizagdo métri- vaMagens dos esquemas CDS e UDS, & o esquema hibrido (WUDS), proposto
ca, [LA] por Raithby e Torrance [1], o qual se reduz ao CDS ou UDS dependendo da
v - vetor velocidade do fluido, [U1t] faixa do nimero de Reynolds ou Peclet de interesse.
X - coordenada do sistema cartesiano, [L] O desenvolvimento de algoritmos para minimizar o problema da difusio
numérica recebe, atualmente, bastante atengdo dos pesquisadores. Apesar da
= enada esiano, [L
y CODNRIMON S0 s o e grande quantidade de trabalhos publicados sobre o problema da difusdo nu-
a - componente do tensor métrico da transformagao mérica, ndo existe ainda um esquema de discretizagéo eficiente, econdmico,
‘B - componente do tensor métrico da transformagao preciso e de f4cil Implementagéo.
y - componente do tensor métrico da transformagao O ponto de vista mais comum, encontrado na literatura, sobre difuséo nu-
mérica é que esquemas de alta ordem apresentam menos difusdo numérica do
r* - dmwﬂ relativa & varidvel ¢, multiplicada pela massa especfiica que esquemas de ordem mais balxa. Como os esquemas "upwind” sdo de pri-
do fluido, [M/(L1)] meira ordem e os esquemas de diferenca central sio de segunda ordem, en-
n - coordenada do sistema generalizado, [L] tdo é dito que os Cltimos apresentam menor falsa difusdo,sendo, portanto
melhores do que esquemas "upwind”. Isto ndo & verdade, pols o0 esquema de
i fluido, Lt
e viscosidads cinmics do fuldo, IS diferenga central é bastante Instavel, para altos nimeros de Reynolds ou Pe-
£ - coordenada do sistema generalizado, [L] clet, resultando em campos de vari4vels fisicamente néo reais.
§* - varidvel adimensional definida pela equacao (11) Alternativas para minimizar a difusdo numérica sdo o refinamento da mal-
p - massa especifica do fluido, [w]_ﬂl ha, permitindo o uso de aproximagdes por diferengas centrails e o uso de fun-
" ~ eaimpo escalar gersl ' gbes de Interpolagdo bidimensionals que permitem a correta avallagio das
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propriedades nas faces do volume de controle. O refinamento da malha é,
muitas vezes, impraticdvel devido a excessiva necessidade de meméoria com-
putacional. O uso de fungées de interpolagdo bidimensionais é uma alternativa
que vem sendo muito explorada mas, em geral, apresentam problemas de
estabilidade e dificuldade de implementacéo.

Mo contexto de volumes finitos, a difusdo numérica pode ser substancial-
mente reduzida através do uso de esquema de diferenciacdo "skew upwind",
como o proposto por Raithby [2]. Entretanto, este procedimento produz
oscilagdes na solugdo, através da introducdo de coeficientes negativos na
equagao de conservagdo discretizada.

Mais recentemente, Hassan et al.[3] propuseram um procedimento nume-
rico que evita o problema de coeficientes negativos, pela restrigdo da faixa do
fator peso de modo que sua Influéncia nos coeficientes impossibilita que estes
tornem-se negativos. Este procedimento ¢ baseado fundalmentalmente em
uma restricdo matematica sobre o fator peso a montante, ndo garantindo a
conservagdo das grandezas envolvidas no problema em estudo. :

Um novo esquema proposto por Baliga et al.[4], no contexto de elemen-
tos finitos, reduz consideravelmente a difusdo numérica, apresentando, porém

problemas de coeficientes negativos, limitando a sua aplicagdo a elementos fi-

nitos triangulares.

Lillington [5]propde um esquema em diferengas finitas para o tratamento
de problemas envolvendo convecgao e difusdo, em regime de convecgdo do-
minante, incluindo circunsténcias onde estao presentes termos fontes.

Um nimero muito grande de métodos numéricos é apresentado na litera-
tura para a reducgdo da falsa difusdo ou eliminagdo dos problemas de negativi-
dade dos coeficientes, como os propostos por Raithby [2], Leonard et al. [6],
Ghia et al.[7], Patel et al.[8].

Schneider [9] propde um esquema numérico para avaliagio das proprie-
dades nas faces do volume de controle, no contexto de variveis co-ocaliza-
das, levando em conta a influéncia dos termos convectivo, difusivo e fonte,
ndo considerando porém, uma das componentes do termo convectivo .

Neste trabalho, é proposto um esquema numérico, dentro do contexto
de volumes finitos, utilizando-se a disposigdo das varidvels desencontradas,
para a avaliagdo das propriedades nas faces do volume de controle, visando a
andlise da influéncla das duas componentes do termo convectivo.

¥
o ——
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FORMULAGAO PROPOSTA

Equagdes Governantes

O conjunto de equagbes necessario 4 solugio de um problema hidrodi-
nidmico considerando-se flulddo newtonlano, escoamento laminar, bidimensio-
nal,& apresentado, em coordenadas carteslanas, pelas equacies

dp/at + 3 ilpu) =0

(1)
8lpu ) /0t + A (puu) = = 8P + 8(udu) + B +
+ uo(8u /3 (2)

As equagdes (1) e (2) podem ser escritas para um escalar ¢ como

A pp) /ot L. @
o) + 8 (pug) + P ajr.r‘"ajﬂ + 8 @)

onde I , P? e S* sio o coeficlente de difusiio, o gradiente de pressio
e o termo fonte, respectivamente, assumindo expresstes apropriadas para
representacdo da equacio de conservagdo da massa ou de quantidade de
movimento.

No presente trabalho é utilizada a disposigdo de varidvels desencontra-
das na malha computacional.

Transformacdo das Equagbes

A escolha do sistema de coordenadas é um fator Importante para o su-
cesso do modelo numérico empregado, podendo afetar a precisdo dos resul-
tados obtidos, ou ainda tornar o modelo numérico fortemente dependente da
geometria do problema fisico para o qual o modelo fol inicialmente desenvolvi-
do.

A utllizagdo de sistemas de coordenadas, que se adaptam as linhas de
contorno do problema fisico, evita a necessidade de interpolagdes das condi-
gOes de contorno, e confere mals generalidade ao método.

Utilizando-se a regra da cadela, com algumas manipulagbes matemati-
cas, & possivel transformar a equagdo (3) para o novo sistema de coordenadas
(E 1), que se alinham ao contorno do problema fisico, resultando

(B(pg) /0t) /3+8(cUB) /82 + B(pVd)/an + PP = g% +
+ & [Cidp/OF +C2dpsdn 1/8¥ + & [Czdpsar +Cadd/dnl/dm (4)
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Cs = adr®
5
Cz = - par® ®
6
Ce = yar? ©
(M

sendo que a, f§, y sdo componentes do tensor meétrico , J é o Jacoblano
da transformacéo , 5% e P* sdo os termos transformados de 5% e P? , respectl-
vamente.

Discretizagéo das Equagdes Governantes

A equacdo (4), que representa os balangos diferenciais de conservagio
de massa e quantidade de movimento nas diregoes x e y, pode ser discretiza-
Ja considerando-se que:

a) o valor de ¢ ao longo do intervalo de tempo At serd dado por um va-
or calculado entre os instantestet + At

b) p¢ e S? sdo constantes no volume de controle.

c) os fluxos de massa, ¢ na face do volume de controle, as métricas,
pressoes e as propriedades fisicas do fluido sdo consideradas uniformes ao
ongo de cada face do volume de controle.

Com base nas hipéteses acima mencionadas pode escrever-se que
=]
[[pqwaat:] —[m.rua.u] ]M‘An =he -—ho + bho -h@ +
r r
+{[r:m¢-raz + -::Mxm] - [mawag + c:umn] } An +
- W

*{[Ezawde + l:aoqtrf'#n] - [cww-ﬂ + Eww#n] } AZ +
L ]

™

A 5 (8)
+[ Sf + Pf ] AF Any
onde mp , Ms , Me e my representam os fluxos de massa através das fa-

>es norte, sul, leste e oeste, respectivamente. O superscrito representa valores
dbtidos da iteragéo ou instante de tempo anterior.
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Devido ao fato dos valores das propriedades estarem armazenados nos

. pontos centrais dos volumes de controle, é necessério fazer-se uma estimativa

dos valores destas propriedades nas faces dos mesmos para avaliagio dos
termos convectivos das equagdes de conservagio.

Interpolagéo das varidvels nas faces do volume de controle

No presente trabalho, é utilizada uma fungéo de interpolagdo com supor-
te nas leis de conservagéo levando-se em conta a Influéncla dos termos con-
vectivo, difusivo e fonte. Esta fungéo é obtida escrevendo-se a equagdo da
conservagdo da quantidade de movimento para a face do volume de controle.

Considerando-se que C1 é constante ao longo de £, Cs é constante ao-
longo de #, regime permanente e malhas quasi-ortogonals, f= 0, a equacio
(4), escrita para a face leste do volume de controle, é dada por

puopsar = Cia’p /ot + B

(9)
onde B® é dado pela equacdo

g? = 5? + Ca 8°¢ 7 - oVOP /om
(10)

A equacdo (9) pode ser considerada uma equacéo diferencial ordinéria
de segunda ordem, linear, considerando-se o termo B constante e o valor de
U tomado da iteragdo anterior. Esta equagdo contém as informagoes dos ter-
mos dilBL;swn e convectivo, na direcdo 5, e a Influéncia do termo fonte no coefi-
clente BY .

Fazendo-se as seguintes adimensionalizagtes

g =(f —Zr )/ {Ix - Ir)

(11)
Pe’ = pUAZ/Cit

(12)
p** = p? articu

(13)

a equacdo (9) se reduz a

—Peagroe” + Sprm™ + 8% = 0

(14)
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cuja sulugéu, para a face leste, Pplir.:adas as condigoes de contorno,
¢=¢p paral ¢ = Oe¢ =¢epara £ o = 1, &dada por

— - .o
@ = a_ ¢ +":¢";+h5¢

@ P |
(15)
onde,
a: = [EleFE'] e axptf'a*zz !].f[expiF‘l'l = 11
(16)
a7 = [exp(Pe’/2) - 11/[exp(Pe’) - 1]
(17)
b = {[1 - exp(Pe’/2 )1/[expiPe ) - 11 + 1/2}/Pe”
(18)

. - -
Bq = {E4l¢-~+ Pue T cﬁst v f#s h "¢E - 2¢l‘ 1& =

- W - o n
= [r:e“ * )  H 1/4)/Cs

SE

(19)

As equagoes acima preservam correta influéncia das variaveis armazena-
das nos centros dos volumes de controle sobre as estimadas nas faces dos
mesmaos, para os casos limites, como Pe—=+ 0 e Pe s oo

Na proposta apresentada por Schneider [9), para a fungdo de interpola-
¢ao das propriedades na face do volume de controle, em coordenadas carte-
slanas, a componente do termo convectivo na diregdo y fol suprimida da
formulagéo, devido ao fato de ocasionar problemas de convergéncia. Expres-
soes andlogas as equagdes (15), (16), (17), (18) e (19) podem ser obtidas para
as faces oeste, norte e sul do volume de controle.

Substituindo-se as expressdes para avaliagio da propriedade ¢ nas faces
leste, oeste, norte e sul do volume de controle, expressdesa nélogas & equa-
¢do (15), na equacdo (8), obtém-se

3,0, Ta ¢, ra P ta e ra e +a o -+

N llannnl ¢NH N an. wﬁt N inur ¢SH’ * hl' {Eﬂ}
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O acoplamento presséo - velocidade é resolvido utilizando-se o método
PRIME [10].

RESULTADOS PRELIMINARES

A formulagdo em estudo fol preliminarmente empregada na solugéo do
problema classico da cavidade quadrada, Isotérmica, de dimenséo L, com a
parede superior movendo-se com velocidade U constante, para os valores de
nigmero de Reynolds de 100, 400 e 1000, (Re = pULju).

O problema teste escolhido visa, neste momento, a andlise da estabilida-
de do esquema numérico desenvolvido, uma vez que a presenga das duas
componentes do termo convectivo, na equacéo para avallagio da propriedade
na face do volume de controle, gera problemas de estabilidade conforme
mencionado por Schneider [9]. Para andlise futura, pretende-se empregar
esta formulagdo em problemas onde tem-se um salto na fungdo, para verificar
os efeitos da difusio numérica.

Os resultados obtldos foram apresentados na forma gréfica u x y, para os
diversos valores de Re Investigados, conjuntamente com os dados obtidos por
Ghia et al. [11], para 0 mesmo problema em estudo, utilizando uma malha de
129 x 129. Os dados apresentados nas FIGURAS 1 e 2 sdo referentes ao plano
mediano da cavidade e foram obtidos utllizando-se malhas 10 x 10, 20 x 20 e
40 x 40.

Ra = 00

FIGURA 1 - Cavidade quadrada com a parede superior movendo-se com velocidade U con-
slante, Re = 100.
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‘FIGURA 2 - Cavidade quadrada com & parede superior movendo-se com velocidade U
constante a) Re = 400 b) Re = 1000,

Para Re =100, os resultados obtidos para a malha 10 x 10, apresenta-
ram ligeira discordancia com os dados de Ghia et al [11], enquanto que, para
malhas 20 x 20 e 40 x 40 os resultados apresentaram excelente concor-
dancia.

Os resultados obtidos para Re =400, com malha 10 x 10 apresentam-se
bastante discordantes com os dados de Ghia et al. [11]. Esta discordancia é
menor para a malha 20 x 20, sendo que, para o caso da malha 40 x 40, pouca
discrepdncia  observada.

A condigdo mais critica é encontrada na confrontagdo entre os dados ob-
tidos pela formulagdo proposta e os apresentados por Ghia et al. [11], no caso
de Re =1000. Para este caso, a malha 10 x 10, apresentou grande discordan-
cia, sendo atenuada com o refinamento da malha para 20 x 20 e 40 x 40.

CONCLUSAD

A formulagdo desenvolvida apresenta pouca concorddncla com os resul-
tados de Ghia et al. [11], nas situagbes de convecgdo dominante, para o grau
de refinamento das malhas escolhido para estudo, muito embora, estes resul-
tados sejam consistentes com os obtidos utllizando-se a disposigdo das varid-
veis co-ocalizadas [9] e com o esquema de varlavels desencontradas,
utilizando "WUDS", computados por estes autores.

No exemplo estudado, ndo fol observado nenhum problema de estabili-
dade numeérica, como relatado por Schneider [9]., com referéncia a presenca
de ambas as componentes do termo convectivo na fungédo de interpolacio das
propriedades na face do volume de controle.
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QO principal atrativo da presente formulagdo é o fato das equagdes de
aproximagdo garantirem o principlo da conservagdo, permitindo a correta In-
fluéncia dos efeitos convectivos, difusivos e fonte na avallagio das proprieda-
des nas faces dos volumes de controle.

A continuagéo do presente trabalho inclul a implementagdo de um esque-
ma de malha adaptativa, alinhando-se o vetor velocidade as linhas coordena-
das, visando a minimizagéo dos efeltos da difusdo numérica.
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