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ANALISE DE METODOS DE RECONSTRUCAO DO GRADIENTE EM
MALHAS POLIGONAIS EMPREGADAS NA DISCRETIZACAO DE
RESERVATORIOS DE PETROLEO

Abstract

Polygonal grids are unstructured grids which are formed by control volumes with an arbitrary
number of faces and therefore are able to represent complex geometries efficiently. Considering such
type of grids, this paper focuses on the analysis of gradient reconstruction methods that can be applied
to the discretization of flow models in petroleum reservoirs. The purpose of these methods is to
approximate the gradient vectors associated with all the control volumes on a polygonal grid using
discrete values of pressure, which are located at control volume centroids. The considered methods
belong to two main groups: one of them uses the Green-Gauss formula, derived from the divergence
theorem, and the other one employs the least squares method. Tests are performed in order to
determine the gradient reconstruction methods that give more accurate numerical results in reasonable
computational times. These numerical results are analyzed according to the convergence order of the
pressure gradient and also according to the magnitude of the truncation error norm associated with the
reconstruction process. Several tests are performed on polygonal grids with different distortion
degrees, and also considering different types of pressure variation on the domain. The main objective
of this work is to determine which reconstruction methods show a good cost/benefit ratio. This
knowledge could contribute to develop more efficient numerical simulators using polygonal grids.

Keywords : polygonal grids, gradient reconstruction methods, cost/benefit ratio.
Introducao

As malhas poligonais sdo assim denominadas pelo fato de seus volumes de controle serem
formados por um numero arbitrario de faces. Na simulagdo de reservatérios, esses tipos de malhas
ndo-estruturadas podem se adaptar as complexas caracteristicas geométricas existentes nos
reservatorios [1].

Atualmente, o uso de malhas poligonais para a discretizacdo de dominios fisicos
bidimensionais esta se tornando cada vez mais comum. Surge assim a necessidade do
desenvolvimento de métodos de discretizagdo que possam considerar volumes de controle genéricos.
Um dos métodos de discretizacdo possivel de ser aplicado atendendo essa restricdo € o baseado na
reconstrucdo explicita do gradiente. Segundo este método, o fluxo através da face de um volume de
controle é aproximado empregando-se gradientes de pressdo, determinados a partir dos comumente
denominados métodos de reconstrucao.

Os métodos de reconstrucdo do gradiente tem como tarefa fundamental fornecer vetores
gradiente, associados aos volumes de controle da malha, a partir de valores discretos de uma variavel
escalar, a pressdao no caso em analise. Neste trabalho considera-se um esquema cell-centered, logo,
esses valores discretos séo associados ao centroide dos volumes de controle. A fim de poder aplicar
um método de reconstrucdo do gradiente, considera-se que os valores discretos sdo conhecidos. Na
figura 1 estd ilustrada a representacdo da aplicacdo dos métodos de reconstrucao.

No presente trabalho s&o descritos os principios de trés métodos de reconstrugdo do gradiente.
Os resultados de alguns testes sao também apresentados com o intuito de avaliar o desempenho desses
métodos e com isso identificar aqueles que apresentam a melhor relagédo custo/beneficio.

Metodologia

Os métodos de reconstrucdo analisados podem ser divididos em dois grupos: o primeiro se
utiliza da férmula de Green-Gauss, derivada do teorema da divergéncia, e 0 segundo emprega 0
principio do método dos minimos quadrados.
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Figura 1: Representacdo da aplicacdo dos métodos de reconstrucédo em uma malha poligonal.

Com a férmula de Green-Gauss, é possivel determinar aproximadamente o valor do gradiente
de pressdo em um volume de controle arbitrario da malha através de

1
(VP), = Wz P/AS (1)
Prep

sendo AV, o volume desta entidade da malha, P; o valor de pressdo no centroide de cada face no
contorno desse volume de controle e AS; o vetor area de cada uma dessas faces. Vale lembrar que,
como um esquema cell-centered é considerado, para se obter o valor da pressdo no centroide da face é
imprescindivel realizar uma interpolacdo. Duas opcdes de interpolacdo sdo apresentadas na literatura,
a primeira denominada de abordagem cell-based e a outra de vertex-based.

O primeiro método de reconstrugdo considerado € aquele que emprega a formula de Green-
Gauss em conjunto com a abordagem cell-based. Esta abordagem se utiliza dos valores conhecidos de
pressdo, associados aos volumes de controle adjacentes a uma dada face, para determinar o valor da
variavel no centroide da face. De uma maneira geral, a expressao que caracteriza a referida abordagem
pode ser escrita por

Pr=(1—B;)Pp+ BrPu, @)

onde P, B, e P, sdo os valores de pressdo no centroide da face e nos volumes de controle p e n,
respectivamente. E bom ressaltar que a referida face pertence a ambos os volumes p e n.

O termo f3¢, apresentado na equagdo anterior, € o fator de ponderacdo. Esse fator pode ser
calculado considerando uma média ponderada pela distancia através da seguinte relacéo

py =2, ®
L
sendo que 7, , representa o vetor que conecta os centroides dos volumes de controle p e n e 7, ¢
representa o vetor que une os centroides da face e do volume p.
O outro método que utiliza a formula de Green-Gauss emprega a abordagem vertex-based. O
seu principio é determinar os valores de pressdo no centroide das faces através de valores nos vértices
destas. Para que isso seja possivel, emprega-se a interpolacdo encontrada em [6]

nv
_ Zk=1 Wkppk

B, = (4

k=1 Wk
Na expressao anterior, nv € o nimero de volumes de controle cercando um vértice da malha,

P, representa os valores de pressdo associados a esses volumes e wy representa os fatores de

ponderacdo. A cada valor de pressdo envolvido na equacéo (4) associa-se um fator de ponderacdo wy,.

Segundo o procedimento do pseudolaplaciano, proposto inicialmente por [3], o intuito é
determinar os valores para esses fatores de ponderacdo que quando aplicados na equacao (4) garantam
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precisdo de segunda ordem na aproximagdo dos valores de pressdo nos vértices. Para isso, deve ser
satisfeita a condi¢do de pseudolaplaciano nulo, dada por
nv

> iy, = 1) =0, (5)

k=1
onde r,, representa o vetor posi¢do do centroide de um volume de controle circundante ao vértice em

analise e r,, 0 vetor posicao desse Vértice.

De posse dos valores de pressdo nos vértices da malha e sabendo que para um caso
bidimensional cada face tem sempre dois Vvértices associados, os valores nos centroides das faces sdo
determinados através de uma média aritmética simples. Isso se justifica ja que esses centroides estdo
exatamente no ponto medio entre os vértices envolvidos. Determinados entdo os valores de pressdo
nos centroides das faces, basta utilizar a equacgéo (1) para finalmente obter o vetor gradiente de presséo
associado ao volume de controle que contém essas faces.

O segundo grupo dos métodos de reconstrucdo considerados emprega o principio do método
dos minimos quadrados. Com este método, assume-se que h& uma variagdo linear de pressdo na
vizinhanca de um volume de controle. Ao considerar que essa variagdo se da entre um volume de
controle p e seu vizinho ny, a pressao neste Gltimo pode ser escrita por

Py, =B+ (VP)p Tpn,» (6)

sendo r,, ,, O vetor que conecta os centroides dos volumes p e ny e cujas componentes cartesianas sao
Ax; e Ayy. A expressao € valida para k = 1,2, ..., n,. , onde n,,. € o nimero de volumes vizinhos a p.
O erro da aproximacdo anterior € de segunda ordem ja que a expressao parte de uma expansdo em
série de Taylor truncada, em que os termos de segunda ordem e ordens mais altas foram
desconsiderados.

Escrevendo a equagdo (6) em uma forma alternativa e a particularizando para todos os
volumes de controle vizinhos a p, obtém-se um sistema linear de equagdes. Ao considerar uma
ponderacdo pela distancia, assim como encontrado em [5], esse sistema pode ser escrito da seguinte
forma matricial

ﬂylel /I]_Ayl a_P| \ /11 (Pn1 - Pp)
ABx, Ay, oxlp _ /12(Pn2 - Pp) 7)
' : P - :

imAxm A'mAYm @L, Am(an - Pp)

no qual m = n,, e 4, sdo fatores de ponderagdo. Esses fatores sdo usualmente fatores geométricos
gue levam em consideracdo a distancia entre volumes de controle adjacentes. Neste trabalho, uma

ponderacdo pelo quadrado do inverso da distancia é considerada, isto é, A, = 1/|rp,nk|2. Com isso,
tem-se que os coeficientes da matriz no lado esquerdo da equacdo (7) dependem apenas de fatores
geométricos conhecidos. O vetor no lado direito da igualdade esta também determinado, pois,
conforme mencionado anteriormente, os valores de pressdo associados aos volumes de controle da
malha devem ser conhecidos.

Analisando o sistema linear apresentado na equacdo (7) percebe-se que as incognitas serdo
sempre as duas componentes do vetor gradiente de pressdo. Porém, o nimero de equacdes, que
representa 0 nimero de volumes vizinhos ao volume p analisado, serd normalmente maior que o
nimero de incognitas. Sistemas lineares com essa caracteristica sdo denominados de
sobredeterminados e podem ser resolvidos utilizando o método dos minimos quadrados. Na literatura
existem inimeros métodos para determinar uma solugdo para um problema de minimos quadrados. O
método utilizado neste trabalho foi o que utiliza a fatoracdo QR da matriz dos coeficientes.

A fim de identificar de forma mais compacta os trés métodos de reconstrucdo do gradiente
descritos, eles serdo denominados a partir de agora por siglas. GGCB representa 0 método de
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reconstrucdo que emprega a formula de Green-Gauss com abordagem cell-based, GGVB representa o
método de reconstrugcdo que utiliza Green-Gauss com abordagem vertex-based e finalmente LS
representa 0 método que utiliza minimos quadrados.

Resultados e Discussao

Com os métodos apresentados, procura-se neste momento determinar qual deles apresenta o
melhor comportamento com rela¢do a precisdo na aproximacdo do gradiente bem como com relagdo
ao tempo computacional associado. O primeiro desses aspectos foi analisado considerando malhas
poligonais ditas regulares, formadas principalmente por hexagonos do mesmo tamanho e forma, e
também em malhas poligonais com algum tipo de distor¢do geométrica. J& o tempo computacional foi
analisado somente nas malhas regulares. Exemplos dessas malhas podem ser visualizados na figura 2.
A fim de analisar o comportamento do erro a medida que as malhas sdo refinadas, em cada um desses
tipos de malha sdo considerados cinco graus de refino.

A estratégia considerada nos testes realizados é a de aplicar os métodos de reconstrugdo do
gradiente a valores discretos de pressdo obtidos a partir de funcbes analiticas. Realizando a
diferenciagdo dessas funcBes obtém-se os valores exatos dos gradientes associados a cada volume de
controle da malha. De posse desses valores exatos, pode-se entdo mensurar 0 erro associado a cada
método de reconstrugdo e analisar o seu comportamento ao se refinar progressivamente as malhas.
Dessa forma pode-se estimar a ordem de convergéncia associada a cada método, sendo que métodos
mais precisos apresentardo ordens de convergéncia maiores.

|
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Figura 2: (a) Malha regular; (b) Malha com distor¢éo senoidal; (c) Malha com distor¢éo aleatoria; (d) Malha com razéo de
aspecto alta.

Considerando que o dominio analisado é um quadrado unitario com a origem localizada no
canto inferior esquerdo, as expressdes das funcdes analiticas utilizadas, linear e oscilatoria, séo,
respectivamente

P(x,y) = 5x — 3y, 3)
P(x,y) = 5x — 3y + 2[sen(7x + 1)sen(4y + 1)]. 9

A fim de quantificar o erro na aproximagdo do gradiente em toda uma malha, a forma
adimensional da norma L, deste erro foi utilizada, assim como encontrado em [4]

ne \vprem — ypeay;\
€ _ i=1 i i L
grad — 2 ,
i |VPE| AV,

(10)

onde nc e AV; representam o numero de volumes de controle da malha e o volume de cada uma dessas
entidades. J4 VP/*™ e VP{ representam o gradiente numérico e o gradiente analitico em um volume
de controle especifico.
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Finalmente, para estimar a ordem de convergéncia associada a cada método, que pode ser
entendida também como a taxa de caimento da norma do erro do gradiente, basta definir um
comprimento caracteristico para uma malha

a2

h==="_ 7 11
nc ’ 1)

com o somatorio abrangendo novamente todos os volumes de controle da malha.

Os resultados obtidos com os diferentes métodos de reconstrucéo séo apresentados em forma
de graficos €444 X h. Nesses graficos sdo incluidas também linhas obtidas por meio de ajustes, cuja
inclinagdo est4 diretamente relacionada com a ordem de convergéncia de cada método. As linhas
tracejadas sdo apenas linhas de referéncia incluidas para fins de comparacgdo, que indicam quedas do
erro de primeira e segunda ordem, respectivamente.

Com o primeiro conjunto de testes procurou-se verificar a influéncia de diferentes tipos de
variacdo de pressdo no comportamento do erro do gradiente ao empregar os trés métodos de
reconstrucdo considerados. Neste primeiro momento, somente as malhas regulares foram utilizadas.

Constatou-se através dos testes realizados com a funcdo linear que os métodos que utilizam
minimos quadrados (LS) e Green-Gauss com abordagem vertex-based (GGVB) forneceram valores de
gradiente exatos em todo o dominio analisado. A explicacéo para estes resultados pode ser encontrada
em [2]. J& para 0 método GGCB, um erro na determinacdo do gradiente foi evidenciado. O valor
estimado da ordem de convergéncia foi de 0.55 para este método de reconstrucéo.

Na figura 3(a) esté apresentado o grafico que mostra a reducdo da norma do erro considerando
os valores de presséo obtidos com a funcéo oscilatoria. Como a fungdo ndo é mais linear, os métodos
GGVB e LS ja ndo apresentam gradientes exatos. O valor estimado da ordem de convergéncia para
esses dois métodos é bastante proximo. J& com o método GGCB, obtém-se os maiores valores da
norma do erro e 0 menor valor da ordem de convergéncia, que é proximo a um.

O intuito nos testes a seguir apresentados € verificar a sensibilidade dos métodos aos
diferentes tipos de distor¢do presentes nas malhas poligonais ilustradas na figura 2. Por praticidade,
essas malhas serdo denominadas pelas seguintes siglas: RE — malhas regulares, RA — malhas com
razdo de aspecto alta, DA- malhas com distor¢do aleatoria e DS — malhas com distor¢do senoidal. Em
todas essas malhas, o campo de pressdo considerado foi obtido a partir da funcao oscilatoria.

O grafico da figura 3(b) apresenta o comportamento da norma do erro do gradiente ao se
empregar 0 método GGCB. Observa-se que este método ndo consegue tratar de maneira adequada as
malhas DA. O declinio do valor da norma do erro com o refinamento é bastante reduzido, sendo a
linha de tendéncia uma reta praticamente horizontal. Para as demais malhas, percebe-se que h4 uma
inclinagdo das linhas de tendéncia, porém, ela ndo chega sequer a aproximar-se a primeira ordem.
Conforme sera verificado nos proximos graficos, os valores da norma do erro para 0 método GGCB
sdo 0s maiores dentre 0os métodos analisados.

RE
RA
DA
DS

égr;ld
a b ooa

10':D_z e

h h

(a) (b)

Figura 3: (a) Convergéncia do gradiente de pressao considerando as malhas regulares e a funcéo oscilatoria; (b)
Convergéncia do gradiente de pressao nas diferentes malhas considerando o método GGCB.



72 CONGRESSO BRASILEIRO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO EM PETROLEO E GAS

Na figura 4(a) encontra-se o grafico que exibe os resultados referentes ao método GGVB. O
desempenho do método é mais uniforme ao variar os tipos de malhas poligonais. Os valores estimados
da ordem de convergéncia sdo superiores a unidade em todos os casos. Observa-se que a dificuldade
encontrada no método GGCB em tratar as malhas DA ndo existe mais. Com isso, pode-se concluir que
0 método GGVB é menos sensivel as distor¢fes nas malhas que o outro método que também emprega
a férmula de Green-Gauss.

O melhor desempenho dentre os métodos considerados é observado na figura 4(b), que
corresponde ao método LS. Nota-se a insensibilidade do método com relacéo as distor¢bes das malhas.
Pode-se verificar que para todas as malhas as inclinagfes sdo praticamente as mesmas, variando
somente o nivel da norma do erro. O comportamento verificado no grafico era esperado, pois o
método ndo depende da geometria dos volumes de controle, e sim apenas das posi¢oes dos centroides
destas entidades geométricas.

RE
RA =
DA g
DS «

RE
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DA
Ds

a4 p oo
4 b oo

h : h
(a (b)

Figura 4: (a) Convergéncia do gradiente de pressdo nas diferentes malhas considerando o método GGVB; (b) Convergéncia
do gradiente de pressao nas diferentes malhas considerando o método LS.

Analisada a precisdo dos métodos para reconstruir o gradiente, procura-se agora comparar 0S
tempos de computacdo a eles associados. A comparagdo seré feita atraves de graficos de tempo versus
comprimento caracteristico da malha, considerando-se as malhas RE e a funcdo oscilatoria,
apresentadas anteriormente. A fim de caracterizar o tempo computacional, foram empregados dois
novos conceitos: o tempo de inicializagdo e o tempo de reconstrucdo. O primeiro deles é o tempo gasto
com o célculo de parametros fixos, que ndo se alteram na simulacdo, dependentes de fatores
geométricos. Os fatores de ponderacdo Sy e wy, presentes nas equacdes (2) e (4), sdo exemplos de
parametros fixos. Ja o tempo de reconstrucdo é aquele gasto nas operacdes de reconstrucdo do
gradiente utilizando os parametros calculados na inicializacdo e os valores atuais de pressdo. Por
exemplo, o tempo de reconstrucdo associado ao método GGVB considera o céalculo do valor de
pressdo nos Vértices, no centroide das faces e também a substituicdo desses valores na formula de
Green-Gauss, para finalmente obter o gradiente de presséo.

Na figuras 5(a) e 5(b) sdo apresentados os graficos de tempo de inicializacdo e reconstrucéo
referentes aos métodos GGCB, GGVB e LS. Ao comparar 0s tempos de reconstrugdo, constata-se que
ndo ha uma diferenca significativa entre esses tempos para os diferentes métodos. Essa constatacdo é
um ponto positivo, pois isso quer dizer que os métodos mais precisos e robustos, GGVB e LS, nao
consomem um tempo de computacdo muito maior para reconstruir o gradiente. O maior custo
computacional desses métodos esta concentrado na fase de inicializacdo, assim como pode ser visto na
figura 5(a). Porém, como os parametros calculados nessa fase séo fixos, ela é executada somente uma
vez e ndo chegara a produzir uma diferenca substancial nos tempos quando os métodos de
reconstrucao forem aplicados a solucéo de equagoes diferenciais.
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Figura 5: (a) Comparagdo dos tempos de inicializagdo dos métodos GGCB, GGVB e LS; (b) Comparacéo dos tempos de
reconstrucdo dos métodos GGCB, GGVB e LS.

o GGCB
o GGvB
s LS

Conclusoes

Neste trabalho foram analisados alguns métodos de reconstrucdo do gradiente, com o intuito
de se determinar quais seriam mais adequados para uma futura aplicacdo na discretizagdo de um
modelo de escoamento em reservatorios.

Os métodos de reconstrucdo que se destacaram apresentando uma boa relagdo custo/beneficio,
isto &, bons resultados numéricos obtidos em tempos de computacao razoaveis, foram: o método que
emprega o principio dos minimos quadrados e 0 método que utiliza Green-Gauss com abordagem
vertex-based. Essa superioridade € confirmada pelo fato de eles serem mais precisos, robustos e ndo
demandarem um tempo computacional muito maior que o outro método de reconstrugdo analisado. Ao
aplicar os méetodos de reconstru¢cdo em malhas com um nivel de distor¢do maior que os apresentados,
espera-se que aquele que emprega minimos quadrados se sobressaia, ja que, conforme comentado, ele
ndo depende da geometria dos volumes de controle da malha.
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