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RESUMO

Métodos multigrid tém sido frequentemente empregados na solu¢do de sistemas de
equacgoes lineares de grande dimensao, sobretudo aqueles provenientes de discretizacoes
de equacdes diferenciais. Neles o sistema linear original é decomposto num conjunto de
outros sistemas, cada um associado a uma malha de grau de refino progressivamente me-
nor. Para cada um desses sistemas um método de solucdo de sistemas lineares, ou solver,
deve ser aplicado. Esse trabalho se destina a avaliacdo da influéncia do solver utilizado no
desempenho global de um método multigrid algébrico. Serdo aqui estudados os métodos
do Gradiente Conjugado, de Gauss-Seidel, GMRES e MINRES. Os sistemas lineares serdao
provenientes de um simulador de reservatorios de petréleo que emprega malhas poligonais
e poliédricas. Essas malhas apresentam grande generalidade e, dependendo do esquema
numérico, podem resultar em sistemas lineares relativamente dificeis de se resolver.

Palavras-chave: Multigrid, sistemas lineares, solvers, simulagdo numérica, reservatorio de
petréleo, malha poliédrica.



ABSTRACT

Multigrid methods have been applied to solve large systems of linear equations, mainly
those systems coming from the discretization of differential equations. These methods ge-
nerate a set of new linear systems, each one of them associated to a coarser grid. The mul-
tigrid, however, does not solve those linear systems by its own. It’s necessary to specify for
each one a linear system solver. The objective of this work is to study the overall perfor-
mance of an algebraic multigrid applying as solvers the Gauss-Seidel method, the Conjugate
Gradient, the Generalized Minimal Residual (GMRES) and the Minimal Residual (MINRES).
The linear systems will come from a reservoir simulator that uses polygonal and polyhedral
grids. Those grids are quite general and, depending on the numerical scheme, good solvers
may be required to achieve convergence.

Keywords: Multigrid, linear systems, solvers, reservoir simulation, polyhedral grids.
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1 INTRODUCAO

A simulacdo numérica de reservatdrios é uma ferramenta que permite prever o desem-
penho de certa estratégia de producdo aplicada a um reservatério de petréleo. E possivel,
por exemplo, estimar varidveis como o fator de recuperacao, o tempo de producao e a rela-
¢do entre o 6leo e o gas produzidos. Nos ultimos 30 anos sua aceitacdo tem crescido pro-
gressivamente, sobretudo devido ao desenvolvimento dos computadores e dos algoritmos
de solucdo de equacgoes diferenciais. Para a engenharia de petréleo, em particular, a simu-
lacao numérica adquire importancia ainda maior porque os fendmenos fisicos estudados
acontecem em multiplas escalas, o que vem a dificultar, ou mesmo impossibilitar, a execu-

cao de atividades experimentais.

A esséncia da simulacao numérica consiste no desenvolvimento de modelos matemati-
cos que descrevam os fendmenos fisicos e de técnicas que venham a resolver esses modelos.
A obtencdo de bons resultados estd condicionada a contemplacao de maneira adequada de
ambos os aspectos. E bastante 16gico que, por melhor que seja a técnica numérica, a simu-
lacao esteja condenada ao fracasso caso o modelo matemdtico nao corresponda a fisica do
problema. Do mesmo modo, nao é suficiente ter um bom modelo matematico se sua so-
lucado é impraticavel. A fim de tornar as simulacdes mais realisticas deve-se, pois, buscar o

desenvolvimento de ambos os aspectos.

Esse trabalho se enquadra na drea de desenvolvimento de técnicas numéricas para a
solucao eficiente dos modelos. O enfoque aqui é dado a uma etapa fundamental a prati-
camente todos os simuladores cujos modelos matemadticos se baseiam em equacoes dife-
renciais: a solucao de sistemas de equacoes lineares. Segundo Maliska (2004), normalmente
cerca de 60 a 70% do tempo total de simulacao é dispendido computando as solucoes desses
sistemas, de modo que qualquer melhora, mesmo que pequena, resulta em significativa eco-
nomia de tempo. Ha naturalmente interesse pratico na reducao do tempo de computagao.
Simulacdes realisticas, que exigem malhas de elevado grau de refino, podem requerer dias,
ou até mesmo semanas, para a conclusdao. Reduzir o tempo viabiliza, pois, a execu¢ao de
mais simulacdes, permitindo uma melhor compreensao das varidveis envolvidas bem como

o emprego de técnicas de otimizacao.

Os métodos multigrid despontam como um dos mais eficientes conhecidos atualmente
para a solucao de sistemas de equacoes lineares. Eles foram concebidos justamente para a
solucdo de sistemas provenientes da discretizacdao de equacdes diferenciais parciais elipticas

(STUBEN, 2001). De forma simplificada, os métodos multigrid decompdem o sistema linear
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original num conjunto de outros sistemas menores, cada um associado a uma dada malha
numa hierarquia de malhas cada vez mais grosseiras. Esses sistemas sdo resolvidos conjun-
tamente, havendo nesse processo transmissao de informacao entre eles. Porém, o multigrid
nao os resolve por si s6. Faz-se necessario para cada nivel de malha definir um método de so-
lucao de sistema linear (solver). O objetivo principal desse trabalho é investigar a influéncia

desses métodos sobre o desempenho global do multigrid.

Para a avaliacdo do multigrid se fard uso do simulador que vem sendo desenvolvido no
projeto Malhas de Transicdao (MaTra), realizado no laboratério SINMEC/UFSC com apoio
da Rede Temdtica de Simulacdo e Gerenciamento de Reservatoérios (SIGER). O principal di-
ferencial desse simulador é a capacidade de utilizar malhas poligonais e poliédricas, cuja
caracteristica principal é a de seus elementos admitirem um ntiimero arbitrario de faces e
de vértices. Dada a generalidade dessas malhas, os métodos numéricos nelas empregados
podem conduzir a sistemas lineares relativamente dificeis de se resolver, favorecendo uma
boa avaliacao do multigrid. Além disso, no projeto MaTra esté disponivel um vasto conjunto
de malhas, de diversas caracteristicas e graus de refino, facilitando o processo de avaliacao

do multigrid.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 OBJETIVOS GERAIS

O objetivo principal deste trabalho é a avaliacao do método Multigrid de Corre¢des Adi-
tivas (Additive Correction Muligrid (HUTCHINSON; RAITHBY, 1986)) na simulacao de reser-

vatorios de petroleo utilizando-se malhas poliédricas. Mais precisamente, o objetivo é:

e Investigar a influéncia do solver interno ao multigrid sobre o desempenho global do
processo de solucdo de sistemas de equacdes lineares provenientes da simulacdao nu-

mérica de reservatorios de petréleo utilizando-se malhas poliédricas.

Espera-se determinar quais sdo as configuracdes que resultem em menor tempo com-

putacional e em maior robustez.
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1.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Os objetivos especificos desse trabalho sao:

(a) Desenvolver uma biblioteca em C++ com uma implementacdao do multigrid apta a

aceitar diferentes solvers em cada nivel;

(b) Implementar os métodos: de Jacobi; de Gauss-Seidel; Minimal Residual (MINRES);
Generalized Minimal Residual (GMRES); do Gradiente Conjugado; e do baseado na
fatoracao LU.

(c) Adaptar o simulador Orion, desenvolvido no projeto MaTra pelo SINMEC, para a utili-

zacao da nova biblioteca multigrid;

(d) Executar diversos experimentos numéricos envolvendo as malhas utilizadas no pro-

jeto MaTra;

1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O capitulo 2 é dedicado a dedug¢dao do modelo matematico utilizado nesse trabalho, ao
passo que o capitulo 3 envolve o processo de discretizacao desse modelo na malha do do-
minio. Serdo descritas as caracteristicas bdsicas das malhas poliédricas e a integracdo das
equacoes diferenciais. Boa parte do capitulo 3 é dedicada aos métodos de aproximagdo dos
fluxos de massa nas faces dos volumes de controle. No capitulo 4 serdo introduzidos os
métodos multigrid. Dois problemas-exemplo serao apresentados para melhor compreen-
der seus fundamentos. Serao também descritos os operadores de restricdo e interpolacao, a
partir dos quais € feita a transmissdo de informacao entre os niveis do multigrid, e os ciclos
(fixos) F, Ve W. O capitulo 5 é destinado aos métodos de solucado de sistemas lineares em-
pregados dentro do multigrid. Nos capitulos 6 e 7 estdo, respectivamente, os resultados e as

conclusoes.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

Este capitulo se destina basicamente ao estabelecimento do modelo matemaético que
traduz a fisica do problema. Uma vez que nao é objetivo desse trabalho a avaliacdo da acu-
racia desse modelo, serao feitas diversas hip6teses a fim de torna-lo tao simples quanto pos-

sivel.

Considere um escoamento monofésico e incompressivel num reservatorio de petréleo
consolidado. Esse reservatério € um meio poroso e, portanto, o fluido se move através dos
canais delimitados pelos graos que formam a estrutura porosa. Obviamente a determina-
¢do da geometria desses canais é inviavel, sobretudo observando-se que os reservatorios de
petréleo possuem extensao da ordem de quilometros e os canais, dimensoes que podem ser
inferiores a um milimetro. E usual, entéo, analisar o fendmeno numa escala suficientemente
grande tal que os graos se tornem indistintos. Embora nao seja possivel assim determinar as
variaveis de interesse em cada ponto do dominio, pode-se conhecer seus valores médios, o

que em geral € suficiente do ponto de vista da engenharia.

A equacao da conserva¢do da massa para meio poroso consolidado e fluido incompres-

sivel, deduzida em Bejan (2004), é dada por
V-v=0. (2.1)

A grandeza v, de componentes u, v e w, é a velocidade média na 4rea, também conhe-
cida como velocidade de Darcy (KAVIANY, 1995). Considerando-se a superficie genérica S
ilustrada na figura 2.1, de dimensdes suficientemente grandes em relacao aos poros, a velo-

cidade de Darcy do fluido que a atravessa é definida por

X
S S S

1 1 1
v=| — | u,dS,, —|v,dS,, — | w,dS;]|. (2.2)
S pEex Sy p =y S, p =z

Observa-se que se estd integrando na drea total da superficie, incluindo, portanto, as regioes

em que o meio € sélido.

Apenas a equacdo (2.1) ndo é suficiente para a descricao matematica do problema. Ha
trés varidveis — as trés componentes da velocidade — e apenas uma equacao. Nos problemas
tradicionais de mecéanica de fluidos as equacdes adicionais sdo as da conservacao da quan-
tidade de movimento. Porém, elas ndao podem ser aplicadas neste caso devido a escala de

analise utilizada, que ndo considera o formato dos poros. Em contrapartida, dispde-se da lei
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Figura 2.1: Superficie S genérica

de Darcy. Em sua forma generalizada ela é expressa por (PEACEMAN, 1977)
K 5
v:—E(VP—pg), (2.3)

em que K é o tensor permeabilidade absoluta do meio, propriedade anédloga a condutividade

térmica. Definindo-se a funcao potencial ® como
®=P—p(g-rp) (2.4)

em que rp € o vetor posicdo em relagao a origem do sistema de coordenadas, pode-se chegar

a uma expressao mais conveniente para a lei de Darcy:

K
v=——Vo. (2.5)
u
Substituindo a equacao (2.5) na equagao (2.1) obtém-se uma equacao diferencial de se-
gunda ordem cuja tnica variavel é a funcao potencial:

K
V. (—W) =0. (2.6)
u

Essa equacdo, juntamente com as condi¢oes de contorno, compde o modelo matemadtico do

problema.
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3 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

Héa basicamente duas formas de resolver a equacao deduzida anteriormente: por meio
de métodos analiticos ou de métodos numéricos. A abordagem analitica apresenta a van-
tagem de que a soluc¢do obtida se apresenta em forma fechada, vdlida para cada ponto do
dominio. Entretanto, os métodos analiticos sdo muito restritivos. Segundo Maliska (2004),
a necessidade de se adotar um grande nimero de hip6teses simplificativas a fim de tornar
os métodos analiticos vidveis faz com que suas solucoes acabem se desviando demasiada-
mente da realidade. Ja os métodos numéricos apresentam poucas restricoes, podendo ser
aplicados nos mais complexos problemas, por mais complicadas que sejam a geometria e
as condicoes de contorno (MALISKA, 2004). Embora a solu¢do seja aproximada, ela em ge-
ral é suficiente no contexto da engenharia. Esse trabalho se enquadra dentro do contexto
dos métodos numéricos de solucao de equacoes diferencias, os quais geralmente requerem

a solucdo de um conjunto de sistemas de equacgdes lineares.

Para resolver numericamente a equagao diferencial (2.6) serd empregado o Método dos
Volumes Finitos (FVM, na sigla em inglés). Esse método apresenta a importante caracteris-
tica de ser conservativo em nivel discreto. Isso significa que as aproximacdes aplicadas no
processo de discretizacao das equacoes sdo tais que as leis de conservac¢ao sao respeitadas
localmente, para cada volume de controle. A conservagao das propriedades acaba por tornar
o FVM bastante robusto, sendo o mais utilizado nos softwares comerciais destinados a simu-
lacoes de problemas envolvendo mecanica dos fluidos, transferéncia de calor e também na

simulacdo de reservatorios.

Para aplicar o FVM faz-se necessdrio efetuar a discretizacdo do dominio, que consiste
em dividi-lo numa série de subdominios, denominados elementos. A totalidade desses ele-
mentos dd-se o nome de malha. Com base nesses elementos sdo definidos os volumes de
controle, havendo para isso duas formula¢des basicas: a cell center e a cell vertex (MALISKA,
2004). Na abordagem cell center os volumes de controle e os elementos sao coincidentes,
associando-se os valores das varidveis discretas aos seus centros. Ja na formulacao cell ver-
tex os volumes de controle sdo construidos ao redor dos vértices dos elementos, nos quais
as varidveis discretas estdo localizadas. Uma vez que as malhas empregadas nesse trabalho
sdo poliédricas, apresentando grande generalidade, é preferivel a utilizacdo da formulagao
cell center. A formulacao cell vertex acarretaria na criacao de volumes de controle desneces-

sariamente complexos.
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3.1 MALHAS POLIGONAIS E POLIEDRICAS

As malhas poligonais e poliédricas estdao entre as mais gerais empregadas em simulagdo
numérica. Malhas cartesianas, corner-point, tetraédricas, de triangulos, de Voronoi, além
de outras, podem ser consideradas casos particulares de malhas poligonais ou poliédricas
(MALISKA, 2004). A generalidade dessas malhas favorece sua aplicacdo nas mais variadas
geometrias. No contexto da simulacdo de reservatérios de petréleo, em Maliska et al. (2012)
se destaca o interesse na utilizacdo dessas malhas para efetuar a transicao entre malhas ci-
lindricas ao redor de pocos e a malha hexaédrica usualmente utilizada para discretizar o

reservatorio.

Célula
poliédrica

Faces poligonais Vértices

Figura 3.1: Entidades fundamentais das malhas poliédricas (adaptado de Maliska et al. (2012))

Uma malha poliédrica é uma particao finita de uma regiao no espaco tridimensional.
Seus elementos sdo células poliédricas, que se caracterizam por apresentar numero arbitra-
rio de faces, as quais, por sua vez, possuem numero arbitrario de vértices. Exige-se que a
malha preencha completamente a regidao e que cada face interna — que, por defini¢do, ndo

estd situada nas fronteiras do dominio — separe duas células.

Em Maliska et al. (2012) as malhas poliédricas sdo representadas com base em quatro
entidades fundamentais: os vértices, as faces, as células e as fronteiras. Os vértices sdo

simplesmente pontos no espaco, definidos a partir de suas coordenadas em relagdo a um
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sistema de referéncia. Uma colecdo de vértices, preferencialmente coplanares, d4 origem
a uma face. Por sua vez, as faces que delimitam regidoes no espaco originam as células, ao
passo que as situadas nas fronteiras do dominio originam representacdes discretas das fron-

teiras. Na figura 3.1 estdo ilustradas trés dessas entidades fundamentais.

As malhas poligonais sdo definidas convenientemente como uma reducao das malhas
poliédricas a duas dimensoes. De acordo com a figura 3.2, as células poliédricas se degene-
ram em poligonos, ao passo que as faces, em arestas. Esse definicdo € utilizada na biblioteca
de gerenciamento de malhas denominada Lib-Grid, descrita em detalhes em Maliska et al.
(2012) e empregada nesse trabalho. A generalidade introduzida por essa definicao permite
que os codigos que fazem uso dessa biblioteca sejam genéricos, praticamente ndao havendo

necessidade de diferenciar os casos bidimensionais dos tridimensionais.

Célula -
Faces Vértices

poligonal

Figura 3.2: Entidades fundamentais das malhas poligonais

Reitera-se aqui que os esquemas numéricos adotados sao do tipo cell center . Os volumes
de controle coincidem exatamente com os elementos da malha, ou células, e as variaveis de
interesse estdo associadas aos seus centroides. Para se obter o valor dessas varidveis em
algum outro local, como nas faces ou nos vértices, faz-se necessério aplicar um esquema de
interpolacdo. Na figura 3.3 estd representado um volume de controle genérico p em duas

dimensoes, destacando-se seus vizinhos e o local de armazenamento das variaveis.

Tanto as malhas poligonais quanto as poliédricas sdao ndo-estruturadas, pois seus ele-
mentos ndo seguem uma lei de construcdo, nem apresentam, a priori, 0o mesmo numero de
vizinhos. Logo, ndo hd a principio uma regra para a indexa¢do dos volumes de controle e,
como consequéncia, a estrutura das matrizes provenientes da discretizacdo tende a ser ale-
atoria, fato que pode prejudicar a obtencao das solugdes dos sistemas lineares (MALISKA,
2004). Isso, porém, vem a ser benéfico para o trabalho, pois permite uma avaliacdo do mul-

tigrid e dos solvers nele empregados em um cendrio mais exigente.
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[

Figura 3.3: Volume de controle genérico p em esquema cell-center (adaptado de Maliska et al. (2012))

3.2 INTEGRACAO DA EQUACAO E APROXIMACAO DOS FLUXOS

No método de volumes finitos hd basicamente duas formas de se obter as equacoes dis-
cretizadas: realizando-se balancos nos volumes de controle ou neles integrando as equacgoes
diferenciais. Na realidade, ambas as formas sao equivalentes, pois para se deduzir as equa-
coes diferenciais de conservacao sao aplicados balancos num volume de controle finito e,
em seguida, faz-se suas dimensoes tenderem a zero. Integrar as equagoes diferenciais signi-
fica, entdo, retroceder um passo nessa deducao, de modo a obter justamente as expressoes
do balanc¢o aplicado ao volume. Como ja se dispoes das equagdes diferenciais, € mais con-

veniente empregar o método da integracao.

A discretizacdo descrita abaixo da equacdo (2.6) é idéntica a realizada em Maliska et al.
(2012). Por conveniéncia, essa discretizacao serd efetuada apenas para as malhas poligo-
nais. A generalizacdo para as poliédricas é trivial e estd disponivel em Maliska et al. (2012).
Considere entdao um volume poligonal p de N faces (as quais, na realidade, sao as arestas do

poligono). Integrando-se o termo difusivo e aplicando o teorema da divergéncia,
K K
fV- (—V(I)) dV=J —Vo-ndA. (3.1
u u
V Ap

Assumindo-se que a viscosidade é contante ao longo do dominio e aproximando-se tanto a

permeabilidade absoluta K quanto o gradiente médios nas faces pelos seus valores no cen-



24

troide do volume, segue que

K LK
J —Ve-AdAN ) =V, Af. (3.2)
u =M
Ap

Considere uma face f de p e um novo sistema de coordenadas, ndo ortogonal, dado
pelos eixos £ e n, conforme ilustrado na figura 3.4. O eixo £ é colinear ao vetor que liga o
centroide da célula ao da face, ao passo que 1) é paralelo ao eixo y. Como o fluxo de massa
é inversamente proporcional a viscosidade, a qual, por sua vez, é por hipétese constante,
assume-se para simplificar a notacdo que u=1. Se u# 1, basta ao final multiplicar a expres-

sdo obtida para o fluxo por 1/u. Assim, o fluxo de g na face f é

- Kxx ny ax¢
ar—(Kve), Ar==(4, 4,) . 3.3)
p p

Célula de
permeabilidade Kp

Figura 3.4: Novo sistema de coordenadas associado a face f (adaptado de Maliska et al. (2012))

Alterando o sistema de coordenadas para o dado por & e 1, tem-se que

ax(I) 3)55 ax 3 (p
_ n S (3.4)

0,® 3¢ | | a0
p p p

De acordo com Maliska et al. (2012), os termos do jacobiano dessa transformacao sao dados
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por
AE)p,
@=L (68)p=0;
XC _xP
Vemy (3.5)
cJp, _
(axn)p:_xc_xp» (ayn)p—l.
Definindo-se o := A 7-K, a expressdo do fluxo resulta em
Ag)p, Ye—Y
qr~— [(ax)p e ] (0:9), — [—(ax)p —L +(0))p | (8,2, (3.6)
xC _xp Cc _xl]

Para se determinar o fluxo de massa na face f deve-se entdo conhecer os termos (0:®),
e (3,®),. Como & € colinear ao vetor que liga o centroide do volume ao da face, o primeiro
termo pode ser aproximado segundo a expressao
J
Alpe’

em que ®. é a funcao potencial avaliada no centroide da face f. Pode-se assim aproximar o

(8:9), ~ 3.7)

primeiro termo da equacao (3.6) como

Alp,c
xC _xp

(O'x)p

] (0:®)p ~ [x

l(ax)p l (@c—Dp). (3.8)

c—Xp
A derivada (J,®),, por sua vez, € igual a (9, ®), e provém da reconstrucdo do gradiente, as-

sunto da préxima secao.

Para simplificar a notacao, sao definidas aqui, da mesma maneira que em Maliska et al.

(2012), as variaveis

v o xc_xP

= oy
Ye—)
xC_xP

Pode-se assim reescrever a equacao do fluxo como

+T . (3.10)

Considere agora o volume ¢, vizinho de p, ilustrado na figura 3.5. Pode-se naturalmente
aplicar para ele o mesmo procedimento de aproximacao do fluxo. Isso resulta numa expres-

sao do tipo
@q - (PC
qr~
Vfa

A fim de garantir a conservacao, os fluxos avaliados nas equacoes (3.10) e (3.11) devem ser

+T 5. (3.11)
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Célula de Célula de
permeabilidade Kq

-

permeabilidade Kp

Figura 3.5: Células vizinhas p e q (adaptado de Maliska et al. (2012))

os mesmos. Pode-se isolar a varidvel ®. e elimind-la das equacoes. Isso resulta na expressao

L Pp—%q " Viplrp—Vialfa

R (3.12)
Vp—Vfaq Vip—Vfag

Resta apenas determinar I'r , e I'y 4, ou, mais especificamente, (0, ®),, e (J) ®);.

3.3 RECONSTRUCAO DO GRADIENTE

A reconstrucao do gradiente consiste na obten¢cdao numérica do vetor gradiente em cada
célula a partir dos valores discretos de um campo escalar. Ha diversos métodos disponiveis
na literatura, mas, como seu estudo nao faz parte dos objetivos principais desse trabalho,

serd aqui empregado apenas um: a reconstrucao baseada em minimos quadrados.

Considere um volume de controle p, como o ilustrado na figura 3.6. A func¢do potencial

num vizinho n; pode ser aproximado segundo a série de Taylor truncada, como
q)nk Nq)p'i_(vq))p'Arp'nk. (3.13)

Rearranjando a expressao acima e aplicando-a a todos os vizinhos obtém-se um sistema

linear sobre-determinado cujas incognitas sao as componentes do gradiente em p. Em duas
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Figura 3.6: Volume de controle p e seus vizinhos (adaptado de Maliska et al. (2012))

dimensoes esse sistema linear é dado por

Ax A 0 ® D, —
ne S S I e (3.14)
ay@ .
p

Dificilmente o sistema linear da equacao (3.14) terd solucao, pois ha mais equag¢oes do
que incognitas. Porém, definindo-se G, como a matriz da equacgao (3.14) e b, o termo in-
dependente, pode-se tomar a solucao que minimiza o residuo, ou seja, tomar a solucao tal
que

x=min||b—GpX|l2. (3.15)
X€R?

De acordo com Strang (1988), a solucao da equacao acima € justamente a solucao das equa-
¢cOes normais, dadas por

T _T
G,Gpx=G,b, (3.16)
Supondo-se que a matriz A tenha posto completo, entdo a solucao é

x=G;;b, (3.17)

em que G;; = (G; Gp)—leT é a pseudo inversa de G, (ZAMBALDI, 2009).

No sistema linear da equagao (3.16) a importancia relativa de cada linha de G, asso-
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ciada a um vizinho de p, é a mesma. Porém, é razodvel considerar que os vizinhos mais
proximos de p tenham maior influéncia sobre o resultado. Para incluir esse aspecto pode-se
multiplicar ambos os membros do sistema linear original por uma matriz de ponderagao

(STRANG, 1988), de sorte que o novo sistema linear fica
WGpx=Wb, (3.18)

sendo W uma matriz diagonal na forma
(w0, )

w»
W= . (3.19)

\ )
No projeto MaTra, no qual o simulador aqui utilizado foi desenvolvido, obtiveram-se bons

resultados utilizando como ponderacao o quadrado do inverso da distancia entre os centroi-

des dos volumes, ou seja,
1

- (3.20)
||Arp,nk||§

Wk

Conclui-se, assim, que de fato é possivel reconstruir o campo de gradientes aproximado
a partir do campo escalar da varidvel. Todavia, o campo de potencial é justamente a solucao
do problema, sendo, portanto, ainda desconhecido. Serdo aqui avaliadas duas estratégias de

solucao desse aspecto: uma dita semi-implicita e outra, totalmente implicita.

3.3.1 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO

No esquema semi-implicito, os gradientes necessdrios para a avaliacdo dos fluxos sao
calculado de maneira explicita. Nele € inicialmente estimado o campo da variavel ®, per-
mitindo assim, por meio do método de reconstrucdo descrito anteriormente, o célculo do
campo de gradientes. Embora esse campo nao satisfaca a equacgao diferencial, pode-se
utilizd-lo para calcular uma nova solu¢dao aproximada para a varidvel ®. Com base nessa
nova solucdo calcula-se novamente o campo de gradientes. Isso acaba, pois, por definir um

ciclo iterativo que, se convergir, seu resultado deve ser a solucao do problema.

No esquema semi-implicito, o termo I’y ,, definido na equac@o (3.9), € um termo conhe-
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cido em cada iteracao. Dessa forma, a equacdo (3.12) pode ser escrita como

)y -0,
Vp—Vq

qr~ +6%, (3.21)

em que

gt Yt rp=Vral ta
Vip—Vfa
é um termo com valor numérico conhecido e, portanto, pode ser adicionado ao termo inde-

(3.22)

pendente do sistema linear.

Da equacao (3.21), caso o termo 1/(v, —v4) seja de fato positivo, tem-se que a matriz
do sistema linear resultante é simétrica e diagonal dominante. Em particular, da condi-
cdo de diagonal dominancia segue que ela é também positiva definida (ZAMBALDI, 2009),
condicao que, junto a de simetria, viabiliza o emprego do método do Gradiente Conjugado,
descrito na subsec¢do 5.2.3. Além disso, a condi¢do de diagonal dominéncia garante teorica-
mente a convergéncia dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel, descritos nas subsec¢des 5.1.1
e 5.1.2, respectivamente. Portanto, espera-se que os sistemas lineares do esquema semi-
implicito sejam mais faceis de se resolver em relacdo aos do esquema totalmente implicito,

descrito a seguir.

3.3.2 ESQUEMA TOTALMENTE IMPLICITO

Seja

X X X
gpynl gp.nz gpynN

t
Gl = (3.23)

y y y
8pn1 8pn,  8pnn

amatriz pseudo inversa do método de minimos quadrados relativa ao volume p. O gradiente

nesse volume é calculado por meio da expressao
(V@) =G, Ad, (3.24)

em que A® denota o vetor de diferencas

(o))

o, —®
A= 7 P, (3.25)

0
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O esquema totalmente implicito surge da aplicacdo da equacao (3.24) na equacao (3.12),

originando uma expressao da forma

Np Ng
y y y y
I=vprp Z 8p,ni 1—=vqry Z 8q.n
. k=1 © _ k=1 o
Np Ny
y y
Vp Z 8p.ni®p,ni —Vq 2_] 84,1 Pq,ni
—— n=1 . (3.26)

Vp—Vq

A equacao (3.26), além de envolver as células p e g, também abrange os vizinhos des-
ses volumes. Como consequéncia, o método totalmente implicito possui esténcil com dois
niveis de vizinhanca, resultando num aumento consideravel da quantidade de termos nao-
nulos na matriz do sistema linear. Em malhas bidimensionais com elementos retangulares,
por exemplo, o nimero de termos nao nulos numa mesma linha passa de cinco, no esquema
semi-implicito, para 13. Ja em malhas de elementos hexaédricos esse niimero salta de sete

para 25.

E interessante notar que, embora da equacao (3.26) resulte uma matriz simétrica, nao h4
garantia de que ela seja diagonal dominante, o que pode trazer dificuldades para a conver-
géncia dos métodos de Gauss-Seidel e do Gradiente Conjugado. De fato, had de se observar
que o termo que multiplica ®,, € distinto daquele que multiplica ®,. Além disso, os coefici-
entes que multiplicam os termos ®, ,, € ®4 ,, ndo contribuem para aumentar o coeficiente

da diagonal da matriz.

3.4 OBSERVACOES

Na secdo 3.2 deduziu-se um método numérico de cdlculo dos fluxos baseado na trans-
formacao do sistema de coordenadas. Escolheu-se um novo sistema de coordenadas em que
& € colinear com o vetor que liga o centroide do volume ao centroide da face e n) é paralelo
ay. Isso é, pois, equivalente a transformar apenas um dos eixos do sistema de coordenadas:
nesse caso, o x. Porém, o mesmo procedimento poderia ter sido feito com y. Definir-se-ia o
eixo & paralelo ao x e o 1), colinear ao referido vetor que liga os dois centroides. H4 situacoes

em que a escolha de um dos eixos para a transformacao é preferivel a do outro, como na-
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quelas em que um deles induz a um coeficiente v, nulo. Atualmente se estudam no projeto
MaTra, do qual o simulador desse trabalho provém, diversos algoritmos para a escolha do
eixo. O que tem se mostrado mais promissor, e que serd utilizado nesse trabalho, é aquele

que busca maximizar o coeficiente 1/(v, —vy).

Também é interessante fazer alguns comentarios do porqué avaliar dois esquemas de
aproximacao de fluxo: semi implicito e totalmente implicito. O esquema semi-implicito re-
sulta numa matriz diagonal dominante, muito comum em problemas puramente difusivos,
facilitando a obtencao da solucdo do sistema linear. Isso, somado ao fato de que o laco itera-
tivo adicional deve tornar o esquema semi-implicito mais lento que o totalmente implicito,
faz com que esse esquema seja interessante para a avaliacao do desempenho computacional
do multigrid. J& o esquema totalmente implicito, por apresentar sistema linear teoricamente
mais dificil de resolver (a matriz € menos esparsa e talvez nao diagonal dominante), pode ser

empregado para se verificar a robustez do método.
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4 0METODO MULTIGRID DE CORRECOES ADITIVAS

4.1 INTRODUCAO

O capitulo anterior terminou com a caracterizacao do sistema linear que deve ser re-
solvido para a obtenc¢do da solu¢cao numérica do problema. A solugdo de sistemas lineares
consiste numa das etapas fundamentais da simulagdo numérica. Segundo Maliska (2004),
dispende-se cerca de 60% a 70% do tempo total de simulacdo apenas resolvendo-se siste-
mas lineares. Considerando-se que a dimensao dos sistemas lineares dos problemas reais
de engenharia chegam a ultrapassar a ordem de um milhdo, o tempo consumido pode ser
consideravelmente alto. De fato, hd simulacoes que demandam semanas, ou mesmo meses,
para serem concluidas. Assim, qualquer melhora no processo de solucao de sistemas linea-

res, mesmo que pequena, pode resultar numa economia de tempo apreciavelmente grande.

Atualmente, os métodos multigrid estdo entre os métodos mais eficientes disponiveis.
Sua ideia bésica é decompor o sistema linear original num conjunto de novos sistemas, cada
um associado a uma malha progressivamente mais grosseira. Todos esses sistemas sao en-
tdo resolvidos simultaneamente, havendo troca de informacao entre eles. Segundo Demmel
(1996), ha dois aspectos fundamentais, ambos dependentes da malha, que justificam a me-
lhora no processo de solucdo: a velocidade com que a informacao se difunde no dominio
e a taxa com que cada componente do erro, decomposto numa série de Fourier discreta, é
eliminada. A seguir sdo apresentados dois exemplos que exploram cada um esses aspectos.

O primeiro deles é adaptado de Demmel (1996) e o segundo, de Briggs et al. (2000).

Considere uma placa plana, retangular, que possui temperatura prescrita no contorno
e, inicialmente, todo o seu dominio se encontra a Tp. Subitamente a temperatura em seu
ponto central passa para T;, temperatura superior a Ty. Deseja-se aqui calcular qual é o
novo campo de temperatura da placa. Suponha que a solugdo é calculada numericamente
utilizando-se uma malha cartesiana uniforme (n+1) x(n+1), sendo n um nimero par.
Sendo constantes as propriedades do meio, a equacgdo discreta para um volume certo vo-
lume P é, utilizando a notacdo de Maliska (2004),

_ Te+Tw+In+Ts
B 4

P , (4.1)

Suponha-se que o método de Jacobi, descrito no préximo capitulo, seja empregado para

o célculo da solucao do sistema linear. Com base na equacao (4.1), verifica-se que o valor de
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temperatura em P na iteracdo corrente é simplesmente a média das temperaturas de seus
vizinhos na iteracdo anterior. Como consequéncia, na primeira iteracao apenas a tempera-
tura nos volumes vizinhos ao central, onde a temperatura € Tj, serd alterada. Para que todos
os volumes sofram variacao de temperatura serdo necessarias da ordem de n/2 iteragoes.
Isso, pois, indica que a velocidade de difusao da informag¢ao na malha depende do ntiimero
de volumes presentes. Em malhas refinadas, além de serem necessdrias mais iteracdes para
a solucao do problema, o custo de cada iteracao é maior, pois devem ser varridos todos os

seus elementos.

Nas figuras 4.1 e 4.2 estdo ilustradas solugoes parciais de duas malhas empregadas na so-
lucdo do problema descrito acima: uma delas é 11 x 11 e a outra, 51 x51. Namalha 11 x 11,
em cada iteracao sdo percorridos 121 volumes e, ap6s 50 iteracdes, ja praticamente se atin-
giu a convergéncia. Na malha 51 x 51, entretanto, em cada iteracao se faz necessario varrer
2601 volumes e, apo6s 50 iteracoes, a solucao parcial ainda estd muito distante da solugdo
do problema. Fica, pois, bastante claro o crescimento acentuado do custo computacional

resultante do refinamento da malha.

Embora no exemplo anterior se tenha utilizado o método de Jacobi, pode-se provar
que, para qualquer método de solucao baseado em médias, o nimero de iteracoes minimo
necessario para a propagacao da informacdo do centro para as fronteiras € da ordem de
log(n/2) (DEMMEL, 1996). Nisso se incluem métodos como o de Gauss-Seidel, SOR e aque-
les baseados no espaco de Krylov, como o GMRES e o Gradiente Conjugado. Ja o multigrid,
por resolver simultaneamente o problema em malhas de diversos graus de refino, permite
propagacao muito mais eficiente. As malhas grosseiras se prestam ao aumento da veloci-
dade de propagacao da informacgdo ao longo do dominio, ao passo que nas mais refinadas

sdo obtidas solucoes de melhor qualidade.

O outro aspecto fundamental do multigrid é a relacdo entre a malha e a taxa de elimi-
nacao das componentes de diferentes frequéncias do erro. Considerando-se novamente um
problema de conducao de calor, mas agora unidimensional. Na fronteira esquerda se pres-
creve temperatura 7; =1 e na direita, Tr =0. As propriedades sdo supostas constantes e
homogéneas. A malha é uniforme, possui N elementos e, nas fronteiras, hd meios-volumes

de controle, conforme figura 4.3. H4 interesse apenas na solugdo de regime permanente.

A discretizacdo da equacdo diferencial da energia d4 origem a um sistema linear Ax =b
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Solucéo apds cinco iteracdes Solucéo apds 10 iteracbes
|
|
|
|
/
Solucao apos 50 iteragdes Solucdo final

Figura 4.1: Solugdes parciais da malha 11 x 11 apds diferentes ntimeros de iteracées

tal que
2 -1
(1)

0
A= -1 " b= B E (4.2)

2 -1

-1 2 ")

Considere que para a solucao desse sistema o método de Jacobi seja novamente utilizado.

Seja o erro e definido como

€ ‘= Xaproximado — Xexato- (4.3)

De acordo com a subsecdo 5.1.1, o erro na iteracdo k é dado por, sendo e(? o erro inicial,

e®=(R))ke), (4.4)



Solucao apds cinco iteracdes

Solucao apos 50 iteragdes

Figura 4.2: Solugdes parciais da malha 51 x 51 ap6s diferentes ntimeros de iteracoes

Solucao apos 10 iteracdes

Solucao final
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em que R; é a matriz de iteracdo do método de Jacobi. Para a matriz A da equacdo (4.2),

tem-se )
0 —1/2
~1/2 0
Ry= -1/2

~1/2

0

~1/2

~1/2

0

(4.5)

O fato de R; ser simétrica permite a aplica¢do do teorema espectral, segundo o qual toda

matriz simétrica é diagonalizdvel (ZAMBALDI, 2009). Além disso, seus autovetores associa-

dos a autovalores distintos sio mutuamente ortogonais. Portanto, R; pode ser fatorada na



36

T T T
TL=1 TO ol o’ o? TN TR:O
L
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< >

Figura 4.3: Problema de conducéao de calor unidimensional

forma

R;=0A0T, (4.6)

em que ) é a matriz dos autovetores, normalizados, e A, matriz diagonal que contém os

autovalores. Aplicando essa fatoracao na equacao (4.4) resulta

N
e =(A0T)Fe@=ankaTe® = "[2¥proj,, ((e®))]. (4.7)
i=1
Isso significa que o erro na iteracdo k é igual ao somatério da projecdo de e(®) em cada auto-

vetor multiplicado por seu correspondente autovalor elevado a k.

A equacdo (4.7) permite inferir que a convergéncia do método de Jacobi é garantida se
todos os autovalores da matriz de iteracdo sao inferiores a unidade. Além disso, a convergén-
cia serd tdo mais rdpida quanto mais préximo estiver o erro inicial do autovetor associado

ao menor autovalor.

Segundo Briggs et al. (2000), os autovalores e autovetores da matriz de iteracdo do pre-

sente problema sao

km
Ar=1-2sin? | ——— |, 1<k<N, 4.8
k sin [2(n+1)] <k< (4.8)
N km . l<j=n
wk(j)=sin K—)]] , 4.9
n+l 1<k<N.

Observa-se que os autovetores sao basicamente termos discretos da série de Fourier, base-
ada em senos, definida no perfodo de 0 a w/(n+1). E interessante notar que hd um erro
inicial 6timo para a convergéncia do método. Supondo sem perda de generalidade que N
¢ impar, se e for colinear a W(n+1)/2, €Nta0 sua proje¢ao nos outros autovetores serd nula
e A(k+1)2 =0. De acordo com equacdo (4.7), o método deve convergir na primeira iteracgao.
Todavia, caso e(©® esteja proximo de w; ou de wy, A~ 1 e a convergéncia do método serd

consideravelmente lenta.
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As observacgoes do pardgrafo anterior sdo de suma importancia para os métodos multi-
grid. Basicamente elas indicam que, dado um erro de certa frequéncia, ha uma malha 6tima
para elimind-lo. Além disso, cada malha acaba por definir uma faixa de frequéncias consi-
derada alta — se k > n/2- e outra, baixa: se k <n/2. O refinamento de uma malha faz com
que as frequéncias do erro, suposto constante, sejam cada vez mais baixos em relagdo a ma-
lha, levando a convergéncia fica cada vez mais lenta. O uso de diferentes graus de refino de
malha no multigrid acaba, pois, por favorecer que cada frequéncia do erro seja eliminado
numa malha mais adequada. As malhas mais refinadas eliminam de maneira mais eficiente

as componentes de maior frequéncia, enquanto que as mais grosseiras, as de menor.

Figura 4.4: Exemplo de diferentes niveis de malhas utilizadas no multigrid

Na figura 4.4 h4 um exemplo de trés malhas utilizadas no multigrid. Cada volume da
malha do nivel n; resultou da aglomeracao de quatro volumes do nivel 9. Do mesmo modo,
cada volume do nivel n, provém de quatro volumes do nivel 7;. Um tinico volume da malha
n, estd, portanto, associado a 16 volume da malha mais refinada. Assim, se por exemplo o
primeiro problema-exemplo dessa secao fosse resolvido usando o multigrid, ja na primeira
iteracdo todos os elementos da malha do nivel n; sofreriam influéncia da temperatura no
centro. Essa influéncia seria, por sua vez, repassada aos niveis mais finos, de modo que

todos os volumes da malha fina também acabariam sofrendo essa influéncia.
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4.2 MULTIGRID GEOMETRICO E MULTIGRID ALGEBRICO

A definicao de um método multigrid requer tanto a especificacao do modo como a infor-
macao serd transmitida entre as malhas, ou, mais precisamente, a estrutura dos operadores
de interpolacdo e restricao, quanto do algoritmo de obtencdo de malhas mais grosseiras.
Usualmente os métodos multigrid sao classificados em duas categorias: geométricos e algé-

bricos.

Os multigrids geométricos foram os primeiros a serem desenvolvidos, hé cerca de 40
anos (STGBEN, 2001). Neles a técnica de obtencdao das malhas mais grosseiras € fixa e de-
pende fundamentalmente de aspectos geométricos e topolégicos da malha, sem considerar
a fisica do problema. Em malhas estruturadas, ela pode ser relativamente simples, pois cada
elemento ja possui a priori um namero definido de vizinhos. Isso, entretanto, ndo ocorre
em malhas nao-estruturadas. Nesses casos pode ser realmente desafiador conceber um al-
goritmo suficientemente genérico para obter malhas grossas adequadas. Essa dificuldade de
obter generalidade também se verifica nos operadores de interpolagdo, que, nos multigrids
geométricos, sao definidos normalmente em funcao das posi¢oes relativas entre centroides

dos volumes da malha fina e os da grossa.

Os multigrids algébricos foram desenvolvidos visando-se justamente a prover flexibili-
dade as técnicas multigrid. Eles se basearam na constatacao de que é possivel estabelecer
técnicas eficazes de obtencdo de malhas grossas e operadores de interpolagdo e restricao
apenas analisando-se a matriz do sistema linear, independentemente da malha empregada
(STGBEN, 2001). Por operar apenas na matriz do problema, a obtencdo das malhas mais
grosseiras fica muito mais simples, ndo havendo, pois, as dificuldades oriundas da natureza
da malha. Na realidade, as malhas ficam praticamente desacopladas do problema, razao
pela qual o multigrid algébrico pode ser utilizado para a solucdo de qualquer sistema linear,
mesmo que ele ndo seja proveniente de algum processo de discretizacdo. Por esse motivo,
o multigrid algébrico também tem sido denominado de multilevel (STUBEN, 2001). Como
esse trabalho estd sendo publicado no contexto da engenharia, em que o termo multilevel

praticamente nao é conhecido, o termo multigrid serd mantido.

Uma vez que atualmente o interesse no método multigrid algébrico € muito maior que
o geométrico, o multigrid a ser estudado se enquadra na modalidade algébrica. A meto-
dologia aqui empregada é a ACM: Additive Correction Multigrid HUTCHINSON; RAITHBY,
1986). Caso os resultados do presente trabalho se mostrem positivos, pode-se aperfeicoar a

biblioteca ACMLiIb, biblioteca desenvolvida pelo SINMEC.
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4.3 (OPERADORES DE INTERPOLACAO E RESTRICAO

Suponha-se, sem perda de generalidade, que dois niveis de malha sejam utilizados. O
mais fino é denotando por ki, enquanto que o mais grosseiro, por H. Caso mais de dois niveis
estejam envolvidos, basta aplicar o mesmo raciocinio recursivamente. Considera-se ainda
que a malha do nivel H foi obtida aglomerando-se os volumes da malha /. O sistema linear
que se quer resolver é denotado por

Apx"=b". (4.10)

O operador de interpolacgao 1 {l{ é um operador linear, de posto completo, que mapeia h
em H (STUBEN, 2001). J& o operador de restricao, denotado por [ Z, é basicamente o opera-

dor de interpolacao transposto. A matriz do nivel H é definida como

Ap=1IfApIl,  sendo Il = (1), (4.11)

Seja x ]’z uma solucao aproximada, obtida na iteracao k, da equacao (4.10) e x "; a solucao

exata. De acordo com a equacio (4.3), o erro e” é dado por
eh:x,}c’—xél. (4.12)
Aplicando a equagdo anterior na equacao (4.10) obtém-se um sistema linear equivalente:
Apel=r", (4.13)
em que r" é o residuo do nivel h, definido por

rt=p"—Apx. (4.14)

Pré-multiplicando a equacao (4.13) pelo operador de interpolacao,
AL (4.15)

T 3 . . .
SendorH =1 PIz{ rhe el = (I Z) e’ o residuo e o erro, respectivamente, associados ao nivel H,
segue que

I ApI e =1, (4.16)

ou ainda, aplicando-se a equacao (4.11),

Ape=rH, (4.17)
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Uma vez calculado e, corrige-se x", relativo a equacdo (4.10), utilizando-se a expressdo

x£’+1:x,}c’+lﬁ,eH. (4.18)

A deducgdo anterior € geral, vdlida tanto para os métodos multigrid geométricos quanto
para os algébricos (STUBEN, 2001). O que acaba por definir o método em si é a estrutura
do operador de interpolacdo. Esse operador depende tanto da forma com que as malhas
mais grosseiras sao obtidas quanto do método que relaciona os volumes da malha fina com
os da grosseira. Nos métodos geométricos esse operador é fixo, dependendo fundamental-
mente da geometria do problema, ao passo que nos algébricos ele é flexivel e é construido

em func¢do da matriz.

No método multigrid desenvolvido nesse trabalho cada malha é construida aglomerando-
se volumes da malha imediatamente mais refinada. Busca-se nessa aglomeracao que a ma-
triz da malha resultante tenha coeficientes balanceados, tao préoximos quanto possivel. Isso
acaba por facilitar a difusdo de informacdo na malha, melhorando o desempenho do mé-
todo de solucdo do sistema linear (KELLER, 2007). Nao serdo aqui abordados os detalhes do

algoritmo que realiza a aglomeracdo. Caso haja interesse deve-se consultar Keller (2007).

Sendo Qf.’ um elemento de uma das malhas do multigrid e Q]H o elemento da malha

imediatamente mais grosseira, o operador de interpola¢do é aqui definido como

iii=1  seQren
n=injp=1 " R (4.19)
i;j=0, senyemff

sendo equivalente ao empregado em Pescador Jr (2010) e ao em Keller (2007).

4.4 CicLoS MULTIGRID

O ciclo multigrid é definido pela forma com que sao percorridas as malhas do multigrid.
Existem os ciclos adaptativos e os fixos. Nos adaptativos faz-se necessario o cdlculo de al-
gum parametro, como a taxa de decaimento do residuo, para se decidir se a malha deve ser
alterada e, se for esse o caso, se se deve passar para uma mais grosseira ou para uma mais
refinada. Nos fixos, por sua vez, o ciclo é definido de antemao, sendo os mais comuns o,
o F e o W. Além da forma como sao percorridas as malhas, também ja é definido a priori o

numero de iteracoes que cada solver realiza antes de mudar de malha. Dado os bons resulta-



41

dos obtidos por Pescador Jr (2010) para o ciclo F em comparacao a ciclos adaptativos, serdao

utilizados nesse trabalho apenas ciclos fixos.

E importante salientar que o multigrid, por si s6, ndo é suficiente para resolver um sis-
tema linear. Nele basicamente sao criados diversos sistemas lineares, cada um correspon-
dendo a malhas progressivamente mais grosseiras. Para resolver cada um desses sistemas

faz-se necessario um solver especifico, que pode ser diferente para cada um deles.

Naturalmente nao faz sentido escolher um solver direto nos niveis mais refinados, pois
eles demandam memoria e tempo computacional elevados. Além disso, se um solver direto
fosse utilizado, a solucdo exata do sistema linear, desconsiderando-se error numéricos, ja
seria imediatamente obtida, tornando desnecessarias as malhas mais grosseiras. Logo, os
solvers devem ser iterativos, excetuando-se possivelmente no nivel mais grosseiro. De fato,
serd aqui empregado no ultimo nivel a fatoracao LU. Dado que o nimero de elementos desse
nivel é usualmente pequeno, da ordem de 10, o custo computacional da fatoragdo também
é pequeno. Adicionalmente, da secdo anterior se tem que, embora o termo independente
dos sistemas lineares sofra alteracdo, a matriz sempre permanece constante, de modo que a
fatoracao deve ser calculada uma vez apenas. Uma vez calculada essa fatoracao, a solucao

do sistema linear é bastante eficiente.

Na figura 4.5 hd a representacdo gréfica dos ciclos V, F e W, ao passo que nas listagens 4.1,
4.2 e 4.3, seus algoritmos implementados em C++ (levemente modificados para maior cla-
reza). Esses ciclos foram implementados recursivamente via fun¢oes aqui denominadas de
executeVCycle, executeFCycle e executeWCycle. Cada uma delas estd presente numa
classe denominada Layer, na qual estdao contidos os métodos e atributos pertinentes aos

niveis do multigrid.

(a)

(b) ()

Figura 4.5: Ciclos multigrid fixos: V (a), F (b) e W (c)



Listagem 4.1: Algoritmo recursivo do ciclo V
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1 void executeVCycle(){
2 if ( isCoarsestLayer ){
3 solver—>solve();
4 telse{
5 solver—>iterate();
6 restrictResidue ();
7 coarserLayer—>executeVCycle();
8 interpolateError ();
9 solver—>iterate();
10 }
11 }
Listagem 4.2: Algoritmo recursivo do ciclo F
1 void executeFCycle(){
2 if ( isCoarsestLayer ){
3 solver—>solve();
4 telse{
5 solver—>iterate();
6 restrictResidue ();
7 coarserLayer—>executeFCycle();
8 interpolateError ();
9 solver—>iterate();
10 if ( !isFinest ){
11 restrictResidue ();
12 coarserLayer—>executeVCycle();
13 interpolateError ();
14 solver—>iterate();
15 t
16 }
17 1}
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Listagem 4.3: Algoritmo recursivo do ciclo W

1 void executeWCycle(){

2 if ( isCoarsestLayer() ){

3 solver—>solve();

4 telse{

5 solver—>iterate();

6 restrictResidue ();

7 coarserLayer—>executeWCycle();
8 interpolateError ();

9 solver—>iterate();

10 if ( !isFinest ){

11 restrictResidue ();

12 coarserLayer—>executeWCycle();
13 interpolateError ();

14 solver—>iterate();

15 t

16 }

17 '}

Um dos atributos da classe Layer é um objeto da classe Solver, responsavel pela solucao
do sistema linear do nivel correspondente. A declaracdo solver->iterate() indica que o
objeto solver deve executar o niimero de iteracoes, fixo, especificado para ele. E usual definir
essa operacao como suaviza¢do da solucdo. No nivel mais grosseiro, entretanto, um solver
direto é empregado, de sorte que a solucao exata ja é imediatamente obtida, dai o comando

solver->solve.

OscomandosrestrictResidue() einterpolateError () fazem com que sejam apli-
cados os operadores de restricao e interpolacao, respectivamente. Para a aplicacdo desses
operadores sdo utilizadas as informacgdes disponiveis num objeto Layer, de um nivel imedi-
atamente mais grosseiro, acessado via o ponteiro coarserLayer. Esse ponteiro também é

empregado para chamar novamente as fungoes dos ciclos, tornando-as recursivas.

Para melhor entender os algoritmos das listagens anteriores, considere um caso em que
trés sdo os niveis de malha e que o ciclo empregado é o V. A func¢do executeVCycle serd
chamada no nivel mais fino, algumas iteracdes do método de solugdo do sistema linear se-

rdo realizadas e, entdo, o residuo obtido serd mapeado (restringido) para o nivel seguinte.
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Chama-se novamente a fun¢do executeVCycle, mas agora para o segundo nivel do multi-
grid. Como ainda néo se estd no nivel mais grosseiro, o atributo isCoarsestLayer é falso,
levando a execucdo de algumas iteracoes do solver, a restricao do residuo desse nivel e a
chamada da funcao executeVCycle. Agora se passa ao nivel mais grosseiro e, por isso, seu
sistema linear € resolvido exatamente, encerrando a fungdo executeVCycle para esse nivel.
Porém, para os niveis mais finos a funcdo ainda néo estd concluida, sendo necessério execu-
tar para cada os comandos das linhas 8 e 9. A partir desses comandos é feita a interpolacdo
do erro, definida de acordo com a equacgdo (4.18) e, em seguida, a execu¢ao de mais algumas

iteracoes do solver .
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5 METODOS DE SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES
EMPREGADOS NO MULTIGRID

O presente capitulo é dedicado a apresentacao sucinta dos métodos de soluc¢do de sis-
temas lineares utilizados no Multigrid. Serdo aqui apresentados os métodos de Jacobi, de
Gauss-Seidel, os baseados no espaco de Krylov — MinRes, Gradiente Conjugado e GMRes —
e a fatoracdao LU, sempre utilizada no nivel mais grosseiro. Embora o método de Jacobi ndo
tenha de fato sido utilizado na obtencao de resultados, sua descricdo é importante para o

capitulo anterior.

5.1 MET0oDOS ITERATIVOS BASICOS

5.1.1 METODO DE JACOBI

O método de Jacobi é um método iterativo e, portanto, da sua aplicacdo resulta uma
sequéncia de solu¢des aproximadas que, se convergir, tem como limite a solu¢do do sistema
linear. O método de Jacobi propde que, se x(K) € R” é a solucdo aproximada na iteracdo k, a

componente i, 1 <i <n, da nova solucdo seja dada por

n
V= 1p-> a;xP ey} 1<i<n. (5.1)
1

ii

J=1
J#i

O método de Jacobi, na realidade, pertence a um conjunto de métodos baseados na

decomposicao da matriz A em duas outras matrizes S e T tais que (STRANG, 1988)
A=S-T. (5.2)
Eles propoem que a correcao da solugdo aproximada se dé segundo a expressao
k) =g~y (K) 4 g71p, (5.3)

Subtraindo-se a solu¢do exata do sistema linear de ambos os membros da equagdo anterior

e definindo-se o erro segundo a equacdo (4.3), a expressdo anterior também é equivalente a

ekt = Ro(k), (5.4)
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ou ainda
ekt = gk o0 (5.5)
sendo R=S"1T denominado de matriz de iteracdo do método.

A convergéncia é garantida para qualquer estimativa inicial se, e somente se, o raio es-

pectral da matriz de iteracao for inferior a unidade (STRANG, 1988), ou seja,
p(R)=max|2| <1, (5.6)
1

sendo A; autovalor da matriz de iteracdo. Caso a matriz de iteracao seja diagonalizével, a

equacao (5.4) pode ser reescrita como

n
k
e(k“):ZciAE )i, (5.7)
i=1
sendo A; e w; autovalor e autovetor de R, respectivamente. A convergéncia serd tdo mais
rdpida quanto maior for, em relacdo aos demais, o coeficiente ¢ que multiplica o0 menor

autovalor.

A matriz A pode ser decomposta de forma que A= L+ D+ U, em que a matriz D con-
tém os elementos da diagonal de A; a L, os elementos abaixo da diagonal; e a U, os acima.

Propde-se no método de Jacobi que S=D e T=—(L+ D). Assim, a equacao (5.3) fica
x*+D = _p~(L+U)x®) + Db, (5.8)
ou ainda, em funcao do erro,

et = (=D YL+ U)ke®. (5.9)

5.1.2 METODO DE GAUSS-SEIDEL

O método de Gauss-Seidel é andlogo ao de Jacobi. Ele diferencia-se apenas no fato de
que no célculo das componentes de x(¥+1) sao sempre empregados os valores atualizados da

solucdo aproximada. Ou seja,

(k+1) Za”x(kﬂ) Z aijx**tilal  1<i<n (5.10)
Jj=i+1

O método de Gauss-Seidel também pode ser expresso segundo a decomposicdo A=S§—
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T. Nesse caso, S=L+D e T=—U. A correcdo da solucao é, pois,

x0H) = —(L+ D) UxP +(L+D)b. (6.11)

5.2 METODOS DE PROJECAO

Seja o sistema linear Ax=b, AcR", e e E dois subespacos de dimensdo m de R". Se x

€ a estimativa inicial da solucdo, a definicao geral de um método de projecao é (SAAD, 2000)
Encontre X € xo+I talque b—Ax L= (5.12)

Os subespacos I' e E sdo gerais e sdo suficientes para definir o método de projecdo. E usual,
entretanto, escolher I' e = tais que ' =Z ou I'=AZ=. Caso I'=Z, pode-se provar que o erro,

definido segundo a expressao (norma A)

E(xy)= [(x*_xe)TA(x*_xe)] 1/2; (5.13)

sendo x. a solucdo exata do sistema linear, é minimizado em xo+1 se x, coincidir com o

vetor X da equacao (5.12)(SAAD, 2000). Em outras palavras

E(x)= mian(x). (5.14)

XEX9+

Caso Z=AI hd um resultado anélogo:
R(x)=minR(x), (5.15)
xo+T
em que
R(x)=|lb—Ax]||>. (5.16)

Ou seja, a nova aproximacado da solugdo do sistema linear é aquela que minimiza em xo+1I"

anorma euclideana do residuo.
Por conveniéncia sdo aqui definidos os conjuntos V={vy,vs,..., v} e W={wy,w2,...,wn,}

tais que

I' = span(v;;v;eV,0<i<m) (5.17)

=2 = span(w;;w; € W,0<i<m) (5.18)
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5.2.1 Metopo MINRES

O método MINRES (Minimal Residual) pertence a categoria dos métodos de projecao
unidimensionais. O tnico elemento da base de " é v =r, ao passo que o da de =, w = Ar.

Sendo ro=b — Axg o residuo inicial, a nova aproximacao da solu¢do é dada por
X =Xxo9+ary, acR. (5.19)

O fator a provém da condicao de ortogonalidade entre o novo residuo e o subespaco =. As-

sim, se 7 é o residuo associado a X,

FTArg=0 — (b—AX)TArg=(b—A(xo+ar))TAro=(ro—aAry)TArg=0

rd Arg
. a=—220 (5.20)
ro AT Anp

Nalistagem 5.1 hé o algoritmo do método MINRES, observando-se que “(, )” denota produto

escalar.

Listagem 5.1: Algoritmo do MINRES

1 Até convergir faca

2 r —b—Ax

3 o — (Ar,r)/(Ar,Ar)
4 X «—X+ar

5 Fim —faca

5.2.2 MEg£topo GMRES

O método GMRES (Generalized Minimum Residual) é uma generalizacdo do método
MINRES. Nele tem-se novamente que == AI', mas agora a dimensdo dos subespacos I" e
= é m, sendo 1 <m <n. O subespaco I' é tomado como sendo o espaco de Krylov m-

dimensional (SAAD, 2000), dado por

K m =span(r,Ar,A%r,...,A" 1) (5.21)

Infelizmente os elementos da base do subespaco de Krylov da equacao (5.21) nao sao

adequados a implementacdo computacional. Segundo Strang (2006a), o nimero de condi-
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cionamento associado a essa base € alto e, além disso, dependendo da matriz A, seus ele-
mentos podem ser quase colineares, algo que pode ser extremamente danoso devido a re-
presentacgdo aritmética finita nos computadores. Para, entao, reduzir esse problema, é usual
aplicar o método de Arnoldi, que consiste basicamente na ortogonalizacdo da base do su-
bespaco de Krylov (STRANG, 2006a). Os vetores obtidos, normalizados, irdo compor a base
deT. Nalistagem 5.2 ha o método de Arnoldi utilizando-se para a ortogonalizacdo o método
de Gram-Schmidt modificado (SAAD, 2000).

Listagem 5.2: Método de Arnoldi usando ortogonalizacdo de Gram-Schmidt modificada (adaptado

de Saad (2000))

1 Escolha um vetor v; de norma 1

2 Paraj = 1,2,.., mfaca

3 Calcule w; = Av;

4 Parai = 1,..., j faca

5 h;jj « (w;j,v;)

6 w;j —w; —h;;v;

7 Fim — faca

8 hji1,j < |lwl|2. Se hj41,; =0, pare.

9 vil—wj/hjy;

10 Fim —faca

Se V;,, é a matriz n X m cujas colunas sao vy, v2,...,Uny, € H,, é amatriz(m+1)xm de
Hessemberg cujos coeficientes ndo nulos h;; sdo definidos de acordo com a listagem 5.2, é
possivel provar que (SAAD, 2000)

AV = Vs 1 H. (5.22)

Com base nessa igualdade e no método de Arnoldi pode-se entdo deduzir o algoritmo do
GMRES.

Seja x( a estimativa inicial da solucao de Ax =b e ro =b — Axy, o residuo associado, e
B =||roll2- Seja m é a dimensdo dos espacos I" e =, sendo a base de I" os vetores vy, V2,..., U,

definidos a partir do método de Arnoldi. A nova aproximacao da solucao é dada por

X=x0+Vny. (5.23)
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Aplicando-se x na funcao R(x), definida na equacao (5.16), segue que

R(x) = |Ib—Ax|2
= |Ib—A(xo+ Viny)ll2
= llro—AVny)ll2
= [IBvi—Vinr1Hmy )2
= [[Vint1(Ber—Hmy)ll2
= [IBer—Hmyll2, (5.24)

observando-se que a tultima igualdade provém do fato de que V},;4; é ortogonal. Como y

minimiza R, y deve ser a solu¢dao de minimos quadrados do sistema linear
Hy,y=pe, (5.25)

cuja ordem é (m+1)x m. A obtencao de y é relativamente facil dado o formato de Hessem-
bergde H,,: os elementos abaixo da primeira subdiagonal sdo nulos. Para tanto, a matriz H,,
pode ser decomposta em matrizes Q e R, segundo a fatoracdo QR, construidas aplicando-se
rotagoes de Givens a fim de zerar os elementos abaixo da diagonal (processo detalhado em
Saad (2000)). A variavel y é obtida a partir de retro-substituicdo no sistema Ry = Q7 e;.

Tendo-se y, corrige-se x segundo a equacao (5.23).

E interessante observar que caso se escolha m = n, o método GMRES ¢ direto, pois o
subespaco xo+1I" ird conter necessariamente a solucao do sistema linear. Entretanto, para
sistemas lineares de grande dimensao dificilmente se faz essa escolha porque as matrizes
V e H, que a principio ndo sdo esparsas, iriam requerer grande capacidade de armazena-
mento, além de envolver um ntimero enorme de operacoes. Na realidade é usual escolher
uma dimensao pequena para o subespaco de Krylov, igual ou inferior a 10 (STRANG, 2006a).
A solucao obtida dificilmente serd a solucdo do sistema linear, mas ela pode ser empregada
para a construcao de um novo subespaco de Krylov, do qual resulta numa nova solugao apro-
ximada. Procedendo-se assim até a convergéncia tem-se o que é denominado na literatura
de Restarted GMRES (SAAD, 2000), método que foi utilizado neste trabalho. Na listagem 5.3

ha o seu algoritmo.

Listagem 5.3: Restarted GMRES, adaptado de Saad (2000)

1 Calculeryg =b — Axy, ﬁ: ||I'() ||2 evy :I‘o/ﬁ.
2 Gere a base de Arnoldi segundo o método de Gramm—Schmidt modificado.

3 Calcule a solugdo de H,,, y=p e; via rotacoes de Givens e retro—substitui¢ado.
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4 Calcule a nova solu¢do aproximada x =xo + V,,;y.

5 Se x ~Xp, pare. Caso contrério, retorne ao item 1.

5.2.3 METODO DO GRADIENTE CONJUGADO

O método do Gradiente Conjugado é especialmente concebido para sistemas lineares
em que a matriz é simétrica e positiva definida. Ele é considerado um método semi-direto
, pois, embora em cada iteracdo se obtenha uma solucao aproximada, é necessario no ma-
ximo um numero de iteracdes igual a dimensao do sistema linear para se chegar a solucao

exata (STRANG, 1988).

Define-se no método do Gradiente Conjugado que I'y =Ej, sendo, pois, valido o re-
sultado da equacao (5.13). Escolhe-se para I'y o subespaco de Krylov k-dimensional xj
(STRANG, 2006b), que é o subespaco gerado por rg,Ary,...,A¥~1ry. Em cada iteracdo se au-
menta em uma unidade a dimensdo o subespaco de Krylov. Se n é a dimensao da matriz
do sistema linear, entdo na n-ésima iteracao o subespaco de Krylov serd equivalente a R” e,

portanto, a solucao encontrada nessa iteragao deve ser a exata.

Seja r = rg—AAxp o residuo calculado ap6s a primeira iteracdo do método. O residuo
inicial ry por definicdo pertence a 1, assim como também por definicao deve pertencer Axy.

Logo, ryp e Axy sdo colineares e, portanto, existe c; €R tal que
r =ro—C1Ar. (5.26)

Como Arg €k, 11 €k3. O residuo da segunda iteracao, por sua vez, é r» =r; —AAx;. Sabe-se
que r; €K e, como Ax) €k, 3¢y, c2 €R tais que Axy =c119+c2Ary. Portanto, r,=r;—c1Ary—
c2A?ry e, consequentemente, 1, € k3. Aplicando-se esse raciocinio indutivamente se conclui

que 7 €EKg+1-

Da definicao de método de projecao dada na equacao (5.12), riy L= e, como Ey =T =K
€ I't €Kk+1, Segue que
riri=0, 0<i<k-1, (5.27)

ou seja, cada novo residuo obtido é ortogonal a todos os residuos das iteracoes anteriores.

Outra propriedade, que acaba por definir o nome do método, é que

Ax;AAxE, 0<i<k-1, (5.28)
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ou seja, as correcoes, também denominadas de gradientes (STRANG, 2006b), sdo ortogonais
na norma A, ou seja, sdo conjugadas. Das duas condi¢bes acima pode-se deduzir o algo-
ritmo do Gradiente Conjugado, contido na listagem 5.4. Os detalhes dessa deducdo estdo

presentes em Saad (2000).

Listagem 5.4: Algoritmo do Gradiente Conjugado (adaptado de Strang (2006b))

—

Calculerp =b — Axg, dg <19
Paraj = 0,1,... até a convergéncia faca
aj « (rj,r;)/(Ad;},d;)
Xj+1 < X;j + a;jd;
Ijy1 < Ij — ajAd;
Bj— j+1,rj+1)/(xj,x;)
djs1 14+ fjd;

Fim — faca

(oo =2 2 - O U N}

5.3 METODO BASEADO NA FATORACAO LU

A fatoracao LU consiste em decompor via eliminacao gaussiana a matriz original A nas
matrizes L e U tais que A= LU. A matriz L é triangular inferior, de modo que os elemen-
tos acima da diagonal sdo nulos, ao passo que a U é triangular superior. Para se resolver o
sistema linear Ax = b resolve-se inicialmente o sistema Lc =b e, entdo, o Ux = c. Os siste-
mas lineares envolvendo L e U sdo relativamente simples de se resolver, pois essas matrizes
sdo triangulares e, assim, pode-se aplicar retro-substituicdo. Enquanto o sistema Ax =b
demanda, caso se utilize eliminacdo gaussiana, da ordem de n3/3 operagoes, sendo n a di-
mensdo de A, os sistemas Lc =b e Ux = ¢ demandam da ordem de n2/2 cada (STRANG,
1988).

Na realidade a fatoracdo LU é interessante apenas quando se deseja resolver varios sis-
temas lineares em que a matriz € a mesma. Embora o custo computacional de se resolver os
sistemas Lc =b e Ux = ¢ seja bem inferior ao do sistema Ax = b via eliminac¢do gaussiana,
a obten¢do das matrizes L e U envolve da ordem de n3 operagoes. Em particular, dado o
custo computacional das matrizes L e U e a necessidade de se armazenar uma grande quan-
tidade de coeficientes, a fatoragdo LU raramente é aplicada na solu¢do de sistemas lineares

de grande dimensdo. No multigrid, por outro lado, a fatoragdo LU acaba se mostrando in-
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teressante no nivel mais grosseiro, em que o sistema linear apresenta pequena dimensao. A
fatoracdo, que nesse caso apresenta baixo custo computacional, é realizada uma tinica vez.
Todos os sistemas lineares desse nivel sdo entdo resolvidos de maneira exata, envolvendo

um numero fixo e relativamente pequeno de operacoes.
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6 RESULTADOS

A fim de nao tornar o trabalho demasiadamente longo, serao apresentados apenas 0s
resultados principais. Eles foram obtidos aplicando-se a biblioteca multigrid no simulador
Orion, desenvolvido no projeto MaTra pelo SINMEC. O fato desse multigrid ser do tipo algé-
brico, ndo requerendo, portanto, informacoes geométricas, permitiu facil acoplamento da
biblioteca ao simulador. Do projeto MaTra foram também utilizadas algumas malhas po-
ligonais e poliédricas. Ha malhas de diversas caracteristicas e graus de refino, o que vem
permitir um estudo adequado da relacdo entre o niimero de volumes e o tempo computaci-

onal requerido para a solucao dos sistemas lineares.

Ha diversos fatores que influenciam no desempenho do multigrid. Porém, nesse traba-
lho a anélise estd restrita aos métodos de solucdo de sistemas lineares utilizados nos niveis
do multigrid. Na tabela 6.1 estdo alguns parametros que serdo mantidas constantes neste
trabalho. Os dois primeiras sdo parametros que controlam a aglomeracao. A primeira delas
indica que cada volume de uma nova malha serd construido aglomerando-se aproximada-
mente cinco volumes da malha anterior. Assim, se a malha original apresentar 1000 volu-
mes, a segunda deve ter aproximadamente 200, a terceira, 40, e assim por diante. O processo
de criacdo de malhas continua até que a malha mais grosseira apresente um numero igual
ou inferior ao estabelecido pelo segundo parametro definido na tabela 6.1. Como as malhas
bidimensionais aqui empregadas apresentam em geral nimero inferior de volumes, admite-
se um nimero maximo de volumes na malha mais grosseira também inferior. Finalmente,
o ciclo multigrid utilizado é o F, a fim de que os resultados obtidos possam ser comparados

com aqueles de Pescador Jr (2010).

Tabela 6.1: Valores mantidos fixos para os parametros de controle do multigrid

Parametro Valor

Numero médio de volumes por bloco 5
Nimero méaximo de volumes na malha grossa 10 (2D) e 40 (3D)
Ciclo F

Tolerancia do erro 10~6

Para a verificacdo da convergéncia define-se o erro na iteracao k como sendo
e =|1b—AxW]|, (6.1)

ou seja, o erro é igual a maior componente em médulo do vetor residuo. Deve ficar claro
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que essa definicao é distinta daquela da equacao (4.3) e que ela foi feita apenas por conve-
niéncia de terminologia. Caso x(*) coincida com a solugdo exata do sistema linear, o erro
serd zero tanto na definicdo da equacao (4.3) quanto na da equacao (6.1). Diz-se que houve
convergéncia caso o erro seja menor que a tolerancia especificada na tabela 6.1. Por outro

lado, diz-se que houve divergéncia caso para algum k

(k)
~_ >1000. (6.2)

20

Foram escolhidas trés classes de malhas para a execucao dos testes: regular, de elevada
razdo de aspecto e tridimensional com distor¢ao randémica. A malha regular é a malha de
referéncia, da qual resulta, caso o tensor de permeabilidade seja isotr6pico, uma matriz com
coeficientes proximos entre si. Jd4 na malha de elevada razao de aspecto, denominada aqui
de stretched, a anisotropia geométrica faz com que os coeficientes da matriz sejam também
anisotropicos, de sorte que a escala de tempo de propagacao da informag¢do na direcao x
é sensivelmente distinta da na direcao y. Quanto a malha tridimensional, seus elementos
apresentam numero de vizinhos bem superior as bidimensionais, levando, sobretudo se o
esquema totalmente implicito for utilizado, a matrizes com grau de esparsidade bem menor.
Além disso, aplicou-se nela distor¢do randomica em seus vértices, originando elementos

distorcidos e nao necessariamente convexos.

Em cada nivel do multigrid foi especificado um mesmo método de solugdo de sistema
linear, excetuando-se no nivel mais grosseiro, em que sempre se aplicou a fatoracdao LU.
Escolheram-se os métodos: do Gradiente Conjugado; de Gauss-Seidel; GMRES e MINRES. O
método de Jacobi nao foi selecionado porque ele é semelhante ao método de Gauss-Seidel,
embora em geral seja menos eficiente. No caso do GMRES, as dimensdes do subespaco
de Krylov especificadas foram 2, 3, 5 e 10. Dimensdes maiores, embora tendam a tornar o
método mais robusto, acabam reduzindo o desempenho do multigrid. Ressalta-se que nao
se utilizou dimensao 1 porque nesse caso a solucdo de cada iteracdo dos métodos GMRES e

MINRES é a mesma, embora o algoritmo deste seja mais simples que o daquele.

Em cada nivel do multigrid sao executados um nimero fixo de iteracdes do solver es-
pecificado. Pescador Jr (2010) observou que o desempenho do multigrid empregando o
Gauss-Seidel como solver é melhorado caso se adote um nimero baixo de iteracdes por ni-
vel, preferivelmente apenas uma. Com base nisso foram definidos nimeros de iteracoes

relativamente pequenos: 1, 2, 5, 7, 10, 15.

Os resultados foram obtidos em um computador com processador Intel Core i7-2600,

3,4 GHz, 8 GB de memoria RAM, sistema operacional Windows 7 Home Premium 64 bits e
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compilador Visual Studio C++ 2008 Professional. Os tempos computacionais foram men-
surados por meio da classe t imer, disponivel na biblioteca BOOST. Nos casos com esquema
semi-implicito, o tempo computacional avaliado é igual ao somatério dos tempos necessa-
rios para resolver cada sistema linear do laco iterativo descrito na subsecdo 3.3.1. No es-
quema totalmente implicito, por outro lado, por ndo ser necessdrio ciclo iterativo adicional,

o tempo computacional corresponde a solucdo de um tnico sistema linear.

6.1 MALHA REGULAR BIDIMENSIONAL

A malha regular bidimensional, ilustrada na figura 6.1, é caracterizada por apresentar
predominantemente hexdgonos quase regulares (eles sdo levemente deformados na vertical
para se adequarem a geometria). Especificou-se ® unitdrio na fronteira norte e nulo nas

demais. O meio € isotropico e homogéneo.

)@ ¢ I )
AN i}f\ &
peee *5 0 5 .

Figura 6.1: Malha regular bidimensional

6.1.1 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO

De forma geral, o desempenho foi melhor para apenas uma iteracdo em cada nivel. Os
resultados do método de Gauss-Seidel, ilustrados na figura 6.2, vém a confirmar aqueles ob-
tidos por Pescador Jr (2010). Houve, entretanto, algumas peculiaridades. Utilizando-se o
método do Gradiente Conjugado, o melhor desempenho nas malhas mais refinadas se deu
para duas iteracGes por nivel, de acordo com o gréfico da figura 6.3. Com apenas uma ite-
racdo, o método ficou instével, divergindo na malha mais refinada e demorando a convergir

na malha de 4128 elementos.
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Outro resultado que merece destaque é que o MINRES com apenas uma iteracdao por
nivel apenas convergiu nas duas primeiras malhas. Com duas iteracdes esse método obteve
seu melhor desempenho, embora seus pontos no grafico ndo tenham ficado bem alinhados,
indicando certa instabilidade. O grafico do multigrid com método MINRES estd ilustrado na

figura 6.4.

10

=
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Tempo computacional [s]

10

NUmero de volumes

Figura 6.2: Resultados do multigrid com método de Gauss-Seidel e esquema semi-implicito

Para comparar os métodos entre si, tomou-se para cada um a configuracao de melhor
desempenho. Os resultados estdo na figura 6.5. Observa-se que os resultados foram sensi-
velmente melhores para o método de Gauss-Seidel. Ja o GMRES foi tao mais rdpido quanto
menor era a dimensdo do subespaco de Krylov. Embora subespac¢os de maior dimensao re-
sultem numa solucdao também mais préxima da exata, o custo computacional adicional nao

foi compensado.

A inclinagdo das retas que interpolam os pontos da figura 6.5 fornecem a complexidade
do algoritmo. O método € tanto melhor quanto mais préximo da unidade estiver essa valor.
Isso significa que o aumento do ntimero de varidveis acarreta apenas aumento proporcional
do tempo computacional. Na tabela 6.2 se tem a complexidade observada para cada caso!.

Fica, pois, claro que o multigrid com Gauss-Seidel e apenas uma iteracdo foi o melhor dentre

1As complexidades foram obtidas interpolando-se os dados com uma curva do tipo poténcia. Caso os pon-
tos nao fiquem bem alinhados no grafico log log, a curva acaba néo os descrevendo bem e, assim, sua inclina-
¢ao deixa de ter significado para a avaliacdo da complexidade
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Figura 6.3: Resultados do multigrid com método do Gradiente Conjugado e esquema semi-implicito
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Figura 6.4: Resultados do multigrid com método MINRES e esquema semi-implicito
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Figura 6.5: Resultados dos diferentes métodos com nimero de iteracdes 6timo e esquema semi-
implicito

eles, apresentando grau de complexidade virtualmente igual a unidade. Nos casos em que
se utilizou Gradiente Conjugado, GMRES com dimensao do espaco de Krylov dois e MINRES
o grau de complexidade também ficou préximo da unidade, mas suas curvas no grafico da

figura 6.5 ficaram acima da do caso com Gauss-Seidel.

Tabela 6.2: Complexidade do multigrid com diversos métodos e esquema semi-implicito

Método Complexidade
Gradiente Conjugado, 2 iter. 1,0463
Gauss-Seidel, 1 iter. 0,9904
GMRES dim. 2, 1 iter. 1,0290
GMRES dim. 3, 1 iter. 1,0572
GMRES dim. 5, 1 iter. 1,1196
GMRES dim. 10, 1 iter. 1,3043
MINRES, 2 iter. 1,0237

Para melhor entender os resultados anteriores pode-se supor que ha apenas dois niveis
do multigrid, sendo a solucao do nivel mais grosseiro calculada exatamente. A solucdo no
nivel fino é corrigida em cada ciclo pelo operador de interpolacdao do multigrid, de acordo

com a equacao (4.18), e pelo solver selecionado nesse nivel, que executa um nimero fixo de
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iteracoes. Ou seja,

+Ax®) (6.3)

interpolacao”

AglktD) = A )

solver

Como a solucdo no nivel mais grosseiro é obtida exatamente, o nimero de operacoes execu-
tadas nesse nivel é constante. No nivel mais fino, por outro lado, a quantidade de operacoes
depende do ntimero de iteracoes especificado para o solver. Quanto maior for esse niimero,
maior € a contribuicdo do solver do nivel fino na performance global do multigrid. Caso esse
numero seja suficiente para a convergéncia da solucao, o efeito do uso do multigrid é nulo
e, assim, o grau de complexidade bem como os tempos computacionais se aproximam dos

do solver do nivel fino.

6.1.2 ESQUEMA TOTALMENTE IMPLICITO

Os resultados dos métodos utilizando-se o método totalmente implicito foram andlo-
gos aos obtidos com o método semi-implicito. Eles foram melhores para apenas uma ite-
racdo por nivel, exceto nos métodos do Gradiente Conjugado e MINRES. No caso do Gra-
diente Conjugado, cujos resultados estdao presentes na figura 6.6, com apenas uma iteracao
ndo houve convergéncia nas duas malhas mais refinadas, embora nao tenha havido, como
no caso do semi-implicito, um tempo computacional excessivo na malha de 4128 elemen-
tos. Novamente o desempenho com esse método foi superior para duas iteracdes por ni-
vel. Percebe-se, entretanto, que com um maior nimero de iteracoes os pontos da curva do
tempo computacional ficam melhor alinhados, o que pode indicar maior robustez do mul-

tigrid.

Os resultados do multigrid com método MINRES, cujo grafico é o da figura 6.7, também
se mostraram interessantes. Nao houve convergéncia nas duas malhas mais refinadas e na
malha de 4128 elementos ao se aplicar apenas uma iteracao por nivel. Para maior quan-
tidade de iteracoes houve convergéncia em todas as malhas, embora os tempos computa-
cionais na malha de 4128 ndo tenham seguido o padrdao determinado pelas outras. Cabe
salientar que as malhas aqui denominadas de regulares ndo sao uniformes. Deve haver al-
gum pequeno detalhe na malha de 4128 elementos que faz com que os resultados destoem

dos das outras.

Na figura 6.8 estdo os resultados dos métodos avaliados na situacdo de ntimero de itera-
¢oes 6timo. Novamente o multigrid com método de Gauss-Seidel e uma iteracdo por nivel
foi superior aos demais. J4 a figura 6.9 contém os resultados obtidos na malha mais refinada

do decaimento do erro, definido nesse capitulo como a norma infinito do vetor residuo, em
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Figura 6.6: Resultados do muitigrid com Gradiente Conjugado e método totalmente implicito
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Figura 6.7: Resultados do multigrid com método MINRES e esquema totalmente implicito
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funcdo do numero de ciclos multigrid executados. No caso do multigrid com MINRES, as
flutuagdes do erro ao longo dos ciclos multigrid indicam que o método € instével. De fato,
com apenas uma iteracdo por nivel o método nem chega a convergir em todas as malhas.
O multigrid com GMRES, por outro lado, aparentemente € tdo mais estdvel quanto maior é
a dimensao do subespaco de Krylov. Além disso, quanto maior for essa dimensdao, menor
serd o numero de ciclos necessdrios para que o critério de convergéncia seja atendido, algo
natural visto que uma maior dimensao induz a melhores solucoes parciais em cada iteracgao,
embora acarrete em maior custo computacional. J4 o multigrid com os métodos de Gauss-
Seidel e do Gradiente Conjugado se mostrou bastante estavel, praticamente ndo havendo
flutuacoes no decaimento do erro. No caso do método de Gauss-Seidel, em particular, o
decaimento do erro, na escala logaritmica, € significativamente maior nos primeiros ciclos,
sendo progressivamente menor nos seguintes. Com o método do Gradiente Conjugado, em

contrapartida, esse decaimento foi praticamente constante.
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Figura 6.8: Resultados dos diferentes métodos com niimero de iteragées 6timo e esquema totalmente
implicito

Na tabela 6.3 se tem o grau de complexidade dos algoritmos, o qual foi calculado descon-
siderando-se os resultados da malha de 4128 elementos, que nao seguiram o padrdo. Fica,
pois, claro que o grau de complexidade aumentou em relacao ao do esquema semi-implicito.

O provével motivo é a reducdo da esparsidade da matriz do sistema linear.
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Figura 6.9: Erro em fun¢do do ntimero de ciclos multigrid executados

Tabela 6.3: Complexidade do multigrid com diversos métodos e esquema totalmente implicito

Método Complexidade
Gradiente Conjugado, 2 iter. 1.1888
Gauss-Seidel, 1 iter. 1,2562
GMRES dim. 2, 1 iter. 1,2447
GMRES dim. 3, 1 iter. 1,2644
GMRES dim. 5, 1 iter. 1,2789
GMRES dim. 10, 1 iter. 1,3870
MINRES, 2 iter. 1,1934

6.2 MALHA COM GRANDE RAZAO DE ASPECTO

As malhas de grande razao de aspecto (stretched) aqui utilizadas se caracterizam essenci-
almente por serem compostas por hexdgonos cuja dimensao vertical é bem superior a hori-
zontal, conforme mostra a figura 6.10. Isso acaba por introduzir anisotropia nos coeficientes
do sistema linear. O fato de os coeficientes relativos a direcao vertical serem bem inferiores

aos da horizontal dificulta a propagacdo de informacao nessa direcao (KELLER, 2007).
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Figura 6.10: Malha bidimensional de grande razao de aspecto

6.2.1 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO

Constatou-se nas malhas de grande razao de aspecto, ou stretched, dificuldade de con-
vergéncia bem maior que nas malhas regulares. No multigrid com método do Gradiente
Conjugado, cujos resultados constam na figura 6.11, com uma e duas iteracoes por nivel s6
houve convergéncia nas trés malhas mais grosseiras. O aumento do nimero de iteracoes,
por sua vez, acabou por tornar o método mais robusto e, para valores superiores a sete, 0s

tempos computacionais foram semelhantes.

Os resultados do multigrid com Gauss-Seidel, presentes na figura 6.12, foram semelhan-
tes aos do com Gradiente Conjugado. Quanto menor o niimero de iteracoes por nivel menos
robusto é o método. Dentre os casos avaliados, somente aquele com 15 iteracdes convergiu

em todas as malhas.

A relacdo entre robustez e niimero de iteracoes também foi confirmada nos casos en-
volvendo GMRES. No GMRES, em particular, verificou-se que a robustez, além de melhorar
com o aumento do nimero de iteracoes, também aumenta com o incremento da dimensao
do subespaco de Krylov. De fato, na figura 6.13 estdo os resultados para dimensao dois e na
figura 6.14, para a 10. Com dimensao dois, s6 se atingiu a convergéncia em todas as malhas
com numero de iteracoes superior a 10, ao passo que com dimensdo 10 houve convergén-
cia em todas as malhas para qualquer ntimero de iteracoes. E interessante notar também
que, caso haja convergéncia, o tempo computacional sempre é menor para o caso em que o

numero de iteragoes € menor.

O multigrid com solver MINRES foi o de pior desempenho dentre os avaliados. Da figura

6.15 vé-se que em nenhum dos casos houve convergéncia em todas as malhas. Em particu-
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Figura 6.11: Resultados do multigrid com método do Gradiente Conjugado e esquema semi-implicito
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Figura 6.12: Resultados do multigrid com método de Gauss-Seidel e esquema semi-implicito
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Figura 6.13: Resultados do multigrid com método GMRES de dimensao 2 e esquema semi-implicito
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Figura 6.14: Resultados do multigrid com método GMRES de dimensdo 10 e esquema semi-implicito
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lar, para apenas uma iteracdo por nivel ndao houve sequer convergéncia. Porém, o método

aparenta ficar mais robusto com o aumento do namero de iteragcdes. Talvez com um valor

suficientemente alto se consigam melhores resultados.

Tempo computacional [s]

Figura 6.15: Resultados do multigrid com método MINRES e esquema semi-implicito
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Na figura 6.16 estao os melhores resultados encontrados para cada método. Verifica-se

que, diferentemente do que se observou na malha regular, foi o multigrid com Gradiente

Conjugado que apresentou o melhor desempenho. Dentre os casos envolvendo o GMRES,

aqueles com maior dimensao do subespacgo de Krylov foram melhores. Na tabela 6.4 estdo

os valores obtidos para as complexidades dos métodos. Nao foram considerados os métodos

de Gauss-Seidel e MINRES por seus pontos nao terem ficado bem alinhados no gréfico. Para

o GMRES com dimensdo 10 foram eliminados os dois primeiros pontos por eles destoarem

do padrao.

Tabela 6.4: Complexidade do multigrid com diversos métodos e esquema semi-implicito

Método Complexidade
Gradiente Conjugado, 10 iter. 1,5617
GMRES dim. 2, 15 iter. 1,5510
GMRES dim. 3, 7 iter. 1,5623
GMRES dim. 5, 2 iter. 1,5509

GMRES dim. 10, 2 iter. 1,5275
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Figura 6.16: Resultados dos diferentes métodos com ntimero de iteracdes 6timo e esquema semi-
implicito

6.2.2 ESQUEMA TOTALMENTE IMPLICITO

Mesmo sendo as matrizes do esquema totalmente implicito menos esparsas e possivel-
mente ndo diagonal dominantes, houve mais casos que convergiram do que no esquema
semi-implicito. Na figura 6.17 estdo os resultados do multigrid com Gauss-Seidel. Enquanto
que no esquema semi-implicito apenas o caso com 15 iteracdes por nivel tinha convergido
em todas as malhas, aqui cinco itera¢gdes foram suficientes para assegurar a convergéncia.
Entretanto, especificar um ntimero excessivo de iteracdes acaba por tornar o método mais

lento.

Os resultados do multigrid com Gradiente Conjugado, contidos na figura 6.18, foram
analogos aqueles do esquema semi-implicito. Com poucas iteracoes, além de o método
ficar mais lento, ele torna-se menos robusto. Porém, diferentemente do caso anterior, o
aumento do numero de iteragoes, estando a convergéncia assegurada, levou a uma reducgao

dos tempos computacionais.

Para o GMRES novamente se observou a relacdo descrita anteriormente entre a dimen-
sdo do subespaco de Krylov e o nimero de iteracoes. Dimensdes pequenas requerem um

numero de iteracdes maior para a convergéncia, enquanto que dimensdes maiores admi-
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Figura 6.17: Resultados do multigrid com método de Gauss-Seidel e esquema totalmente implicito
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Figura 6.18: Resultados do multigrid com método do Gradiente Conjugado e esquema totalmente

implicito
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tem nuamero de iteracdes menor. Nas figuras 6.19 e 6.20 estdo os resultados do multigrid
com GMRES de dimensao dois e 10, respectivamente. Nota-se algumas peculiaridades nes-
ses graficos. Com dimensdo dois, o caso com apenas uma iteracdo por nivel ndo conver-
giu na malha de 9331 elementos, embora tenha convergido na de 23569 elementos. Além
disso, com mais de duas iteragoes hd aparentemente uma mudanca da inclinacdo da reta
que interpola os pontos a partir da malha de 3820 elementos. Com dimensao 10 os pontos

acabaram descrevendo curvas ao invés de ficarem alinhados.
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Figura 6.19: Resultados do multigrid com método GMRES de dimensdo dois e esquema totalmente
implicito

No multigrid com método MINRES, de acordo com a figura 6.21 ficou bastante clara a
relacdo entre a robustez do método e o ntimero de iteracées. A medida que se aumenta
o numero de iteragdes o multigrid fica mais lento, porém mais robusto. Somente com 15

iteracoes houve convergéncia em todas as malhas.

Na figura 6.22 estdo os resultados dos métodos aplicando-se o numero de iteragées por
nivel 6timo dentre aqueles estudados. Estd bastante clara a superioridade do método do
Gradiente Conjugado em relacao aos demais. J4 os resultados do GMRES apresentaram certa
oscilacdo, de modo que nao é possivel distinguir uma dimensao do subespaco de Krylov
recomendavel. Inclusive, o nivel de dispersao dos resultados ndao s6 com o GMRES, mas

também com outros métodos, inviabilizou o cdlculo do grau de complexidade dos métodos.
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Figura 6.20: Resultados do multigrid com método GMRES de dimensdo 10 e esquema totalmente
implicito
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Figura 6.21: Resultados do multigrid com método MINRES e esquema totalmente implicito
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Figura 6.22: Resultados dos diferentes métodos com nimero de iteracées 6timo e esquema total-

mente implicito
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Figura 6.23: Decaimento do erro em funcao do niimero de ciclos multigrid



73

Os resultados na malha mais refinada do decaimento do erro, definido pela equacao
(6.1), em funcao do namero de ciclos multigrid executados constam na figura 6.23. Em con-
trapartida aos resultados da figura 6.9, relativos a malha regular, houve flutuacées no decai-
mento do erro em todos os métodos avaliados. E interessante notar que no multigrid com
método GMRES tanto o ntimero de ciclos multigrid quanto as flutua¢gées diminuiram a me-
dida que se aumenta o nimero de iteracdes ou a dimensao do subespaco de Krylov. Isso é
um indicativo de que a escolha do GMRES como solver do multigrid é interessante quando
se deseja obter a solucao de sistemas lineares relativamente dificeis de se resolver. Caso
haja problemas de convergéncia, basta aumentar o ntimero de iteracdes ou a dimensao do

subespaco.

6.3 MALHA TRIDIMENSIONAL COM DISTORCAO ALEATORIA

Esta é a unica malha tridimensional avaliada nesse trabalho. Ela foi construida a par-
tir de uma malha predominantemente regular, composta de elementos de faces octogonais,
hexagonais e quadrangulares aplicando-se deslocamentos aleatérios em seus vértices. Na fi-
gura 6.24 estd ilustrado um dos elementos da malha. A distor¢ao deve provocar anisotropia
nos coeficientes da matriz, podendo dificultar a solug¢do dos sistemas lineares. Adicional-
mente, os elementos da malha tridimensional apresentam maior nimero de vizinhos, resul-
tando em matrizes de menor esparsidade. No esquema totalmente implicito, em particular,
o fato de o esténcil apresentar um nivel de vizinhanca a mais deve resultar numa reducao da

esparsidade ainda maior. O tensor de permeabilidade utilizado é o tensor identidade.

Figura 6.24: Elemento da malha tridimensional com distor¢ado aleatdria
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6.3.1 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO

Os resultados do multigrid com método do Gradiente Conjugado nao foram favora-
veis para apenas uma iteracdo por nivel, de acordo com a figura 6.25. Houve convergén-
cia apenas nas duas primeiras malhas e o tempo computacional correspondente ficou bem
acima dos outros casos. Para duas iteracdes, embora tenha havido convergéncia em todas as
malhas, os tempos computacionais também ficaram bem acima das outras configuracoes.

Acima de cinco iteracdes por nivel os resultados ficaram préximos.

Tempo computacional [s]

Ndmero de volumes

Figura 6.25: Resultados do multigrid com método do Gradiente Conjugado e esquema semi-implicito

Com base na figura 6.26, verifica-se que o desempenho do Gauss-Seidel foi superior para
poucas iteracdes por nivel: uma ou duas. Aumentar o nimero de iteracoes faz com que o
tempo computacional também aumente. E interessante notar que nesse caso, assim como
no da malha stretched, também hda, devido ao formato dos elementos da malha, anisotro-
pia nos coeficientes da matriz do sistema linear. Entretanto, a anisotropia aqui ndo favorece
uma direcdo especifica para a propagacao da informacao, fato que deve ser o provavel mo-
tivo do porqué o perfil dos resultados ter ficado muito mais parecido com o da malha regular

do que com o da malha stretched.

O multigrid com método GMRES, assim como o com o de Gauss-Seidel, apresentou me-

lhor desempenho para poucas iteracoes por nivel. Porém, com apenas uma iteracao houve
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Figura 6.26: Resultados do multigrid com método de Gauss-Seidel e esquema semi-implicito

problemas de convergéncia. Para subespaco de Krylov de dimensdo dois s6 houve conver-
géncia nas duas primeiras malhas. Aumentando-se entdo a dimensdo do subespaco o mé-
todo passou a convergir nas trés primeiras, nas quatro e, com dimensao 10, em todas. Na
figura 6.27 estdo ilustrados os resultados para subespaco de dimensdo cinco. Do mesmo
modo que o GMRES, o MINRES também apresentou problemas de convergéncia ao se uti-
lizarem poucas iteragdes por nivel. Para apenas uma iteragdo s6 houve convergéncia nas
duas primeiras malhas, ao passo que para duas o método sé divergiu na malha mais refi-
nada. Os melhores tempos computacionais do MINRES se deram especificando-se cinco

iteracOes por nivel.

Na figura 6.28 estdo os resultados dos métodos especificando-se ntimero de iteragoes
6timo para cada. Claramente o multigrid com Gauss-Seidel foi bem superior aos demais.
Seu tempo computacional na malha refinada, por exemplo, foi da ordem de vinte vezes me-
nor que o do MINRES, que apresentou o pior desempenho. Ja o GMRES foi melhor para as
maiores dimensodes do subespaco de Krylov avaliadas. Na tabela 6.5 estdo os graus de com-
plexidade observados para os diferentes métodos. Para a determinacao desses valores foram
eliminados os pontos da malha mais grosseira devido a menor exatidao na medi¢ao dos tem-
pos computacionais. Novamente o grau de complexidade do multigrid com Gauss-Seidel foi

melhor. Entretanto ha de se ressaltar que alguns do métodos ndo tiveram, no grafico da fi-
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Figura 6.27: Resultados do multigrid com método GMRES de dimensdo cinco e esquema semi-

implicito
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gura 6.28, seus pontos bem aliados e, por isso, seus resultados devem ser analisados com

cautela.

Tabela 6.5: Complexidade do multigrid com diversos métodos e esquema semi-implicito

Método Complexidade
Gradiente Conjugado, 10 iter. 1,2440
Gauss-Seidel, 1 iter. 1,1447
GMRES dim. 2, 2 iter. 1,2625
GMRES dim. 3, 2 iter. 1,2576
GMRES dim. 5, 2 iter. 1,2515
GMRES dim. 10, 1 iter. 1,2549
MINRES, 5 iter. 1,2363

6.3.2 ESQUEMA TOTALMENTE IMPLICITO

Os resultados do esquema totalmente implicito foram totalmente andlogos aos obtidos
com o esquema semi-implicito. O multigrid com método do Gradiente Conjugado com uma
iteracdo por nivel apenas convergiu nas duas malhas mais grosseiras e, com duas iteracoes
por nivel, apresentou tempo computacional bem acima das demais configuracdes. Com
o método de Gauss-Seidel o desempenho foi novamente melhor aplicando-se apenas uma
iteracdo em cada nivel. J4 o GMRES apresentou dificuldades de convergéncia para poucas
iteracoes por nivel, o que foi se atenuando a medida que se aumentou a dimensao do su-
bespaco de Krylov. Quanto ao MINRES, nao houve convergéncia nas malhas mais refinadas
para poucas iteracoes por nivel. Na figura 6.29 estdo os resultados dos métodos para nimero

de iteragdes 6timo.

Novamente o multigrid com Gauss-Seidel se mostrou superior aos demais. O MINRES
apresentou o pior desempenho e o GMRES foi tio melhor quanto maior foi a dimensao do
espaco de Krylov. Na tabela 6.6 estdo os graus de complexidade estimados para os métodos.
Nesse célculo ndo foi utilizado o resultado da malha mais refinada por ele ndo seguir, sobre-
tudo para o método GMRES, o padrao definido pelos outros pontos. Verifica-se novamente
que o método de Gauss-Seidel apresentou o menor grau de complexidade e que o grau de
complexidade do GMRES foi tanto menor quanto maior foi a dimensao de seu subespaco. Ja
o multigrid com MINRES, além de requerer mais tempo para a solucao dos sistemas lineares,

também apresentou o maior grau de complexidade.
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Figura 6.29: Resultados dos diferentes métodos com nimero de iteracées 6timo e esquema total-
mente implicito

Na figura 6.30 estdo os resultados na malha mais refinada do decaimento do erro em
funcao do niimero de ciclos multigrid executados. Observa-se que em praticamente todos
os casos o erro decaiu de maneira estdvel, sem flutuagoes significativas. Ha de se ressaltar
que o numero de iteracoes realizadas em cada nivel do multigrid é superior ao utilizado no
caso da malha regular bidimensional, o que provavelmente justifica o fato de se ter menores

flutuacdes em relacao aquele caso.

Tabela 6.6: Complexidade do multigrid com diversos métodos e esquema totalmente implicito

Método Complexidade
Gradiente Conjugado, 10 iter. 1,4965
Gauss-Seidel, 1 iter. 1,2943
GMRES dim. 2, 2 iter. 1,5658
GMRES dim. 3, 2 iter. 1,5468
GMRES dim. 5, 2 iter. 1,5133
GMRES dim. 10, 1 iter. 1,4624

MINRES, 5 iter. 1,5936
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7 COMENTARIOS E CONCLUSOES

O objetivo principal desse trabalho foi o estudo do multigrid ACM na solucao de proble-
mas oriundos da simulacdao numérica de reservatorios de petréleo. Desenvolveram-se a mo-
delagem matemética e a discretizacdo em malhas poligonais e poliédricas de um problema
de escoamento monofdsico em meio poroso. Dois esquemas de aproximacao dos fluxos nas
faces dos volumes de controle foram avaliados: o semi-implicito e o totalmente implicito.
No primeiro os gradientes sdo aproximados de maneira explicita valendo-se de um método
de reconstrucdo que se utiliza do campo escalar disponivel. O esténcil resultante apresenta
apenas um nivel de vizinhanca e a matriz correspondente é diagonal dominante. No ou-
tro, as expressoes do método de reconstrucao sao inseridas nas equacoes do fluxo de massa,
de sorte que estes sdo calculados utilizando-se apenas termos implicitos. O esténcil agora
abrange dois niveis de vizinhanca, tornando a matriz menos esparsa e possivelmente nao

diagonal dominante.

De forma geral, as configuracdes que apresentaram melhor desempenho no esquema
semi-implicito também foram as melhores no totalmente implicito. Em malhas regulares
verificou-se que para melhor performance é recomendével a execu¢do de um nimero me-
nor de iteracoes. Para o método de Gauss-Seidel o ideal é apenas uma iteracdo; para o do
Gradiente Conjugado, duas; para o GMRES, uma e dimensao do subespaco dois; e para o
MINRES, duas. Nao se recomenda apenas uma iteracao nos métodos do Gradiente Conju-
gado e MINRES devido a ndo convergéncia em diversas malhas. Comparando-se os métodos
entre si, 0 multigrid com Gauss-Seidel e apenas uma iteracao foi o melhor. Além de ele apre-

sentar tempos computacionais inferiores aos outros, seu grau de complexidade foi o menor.

Na malha com grande razao de aspecto (stretched), houve varios casos que ndo conver-
giram. Para cada solver h4 um nimero minimo de iteracdoes que garante a convergéncia. No
multigrid com Gradiente Conjugado esse nimero € de aproximadamente cinco e, para valo-
res maiores, nao hé diferenca significativa na performance. Com Gauss-Seidel sdo necessa-
rias aproximadamente 15 iteracoes no esquema semi-implicito e cinco no totalmente impli-
cito. Valores acima daqueles que garantem a convergéncia acabam por aumentar os tempos
computacionais. Em relacdo ao GMRES, quanto maior for a dimensdo do subespaco de Kry-
lov, menor pode ser o numero de iteracdes para que haja convergéncia. Recomenda-se em
casos anisotropicos como o da malha stretched utilizar uma dimensao maior do subespaco
para que seja possivel manter um pequeno ntimero de iteracdes. Por fim, o MINRES foi

aquele que apresentou os piores resultados. Além de ser significativamente mais lento que
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os demais, ele ndo convergiu na maioria das malhas. O método de melhor desempenho foi

o do Gradiente Conjugado com ntimero de iteragoes da ordem de 10.

A malha com distorc¢do aleatoria foi o tinico tipo de malha tridimensional avaliado. Nela
ha anisotropia dos coeficientes, mas nao hd uma dire¢do privilegiada para a propagacao da
informacgdo. O comportamento do multigrid com Gauss-Seidel neste caso foi semelhante
ao observado nas malhas regulares. Todos os casos convergiram e a melhor configuracao
foi aquela com apenas uma iteracdo por nivel. Ja o multigrid com método do Gradiente
Conjugado teve resultados semelhantes aos da malha stretched: sao necessérias aproxima-
damente cinco iteracdes por nivel para tornar o método robusto e, para valores maiores,
nao hi diferenca significativa no desempenho. Quanto ao GMRES, ndo foram necessérias
muitas iteracoes para que houvesse convergéncia nos casos com as menores dimensodes do
subespaco de Krylov. Entretanto, em contrapartida aos resultados das malhas regulares, os
tempos computacionais foram menores para os casos com maior dimensdo do subespaco.
Comparando-se todos os métodos entre si, 0 multigrid com Gauss-Seidel e uma iteracao foi

superior, ao passo que com MINRES ele apresentou seu pior desempenho.

Conclui-se entdo desse trabalho que a escolha do solver a ser empregado no multigrid
deve estar baseada na natureza do problema a ser resolvido. Caso a malha seja regular e o
meio isotropico, é preferivel a utilizacdo do método de Gauss-Seidel com apenas uma itera-
¢do em cada nivel. Esse método também é recomendével nos casos em que, embora haja
anisotropia nos coeficientes, nao ha uma direcao preferencial de propagacao de informa-
cdo. Se essa dire¢do de fato existe, entdo o método do Gradiente Conjugado com ntimero de
iteracoes da ordem de 10 é a melhor escolha. O multigrid com GMRES, embora em nenhum
dos casos tenha sido o melhor, apresentou performance aceitdvel. Recomenda-se que nos
casos isotropicos sejam utilizados niimero de iteragcdes e dimensao do subespaco pequenos.
Caso haja anisotropia, é preferivel manter o namero de iteragées pequeno, mas aumentar a
dimensao do subespaco. Por fim, ndo é aconselhével utilizar o método MINRES no multi-
grid. Além de apresentar tempos computacionais bem acima dos demais, essa configuracao

se mostrou muito pouco robusta.

7.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Propde-se para trabalhos futuros:

(i) Implementar outros esquemas de aglomeracao;
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(ii) Avaliar os efeitos do ciclo multigrid, do nimero médio de volumes aglomerados e do

(iii)

(iv)

numero de volumes na malha mais grosseira sobre os resultados obtidos;

Implementar no multigrid outros solvers iterativos, como, por exemplo, a fatoracdao LU

incompleta e o Gradiente Bi-conjugado;

Empregar o multigrid em outras classes de problemas. Recomenda-se avalid-lo na
solucdo do sistema linear do problema da cavidade com tampa deslizante e formula-
¢ao acoplada, no qual pode haver zeros na diagonal da matriz. Também € interessante
avalid-lo na solucao de sistemas lineares provenientes do emprego do método de New-

ton na solucao de sistemas de equac¢oes nao-lineares.
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