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Resumo. Este trabalho apresenta um modelo numérico para a solugdo de escoamentos bidimensionais incompressiveis, utilizando o
método dos Volumes Finitos aplicado para malhas ndo-estruturadas. E adotada a solucsio simultanea das equagdes de conservagio
da quantidade de movimento e da massa obtendo uma matriz de coeficientes Unica. A principal motivacdo para o emprego desta
formulacéo é a reducao da complexibilidade do algoritmo frente aos esquemas de solugao segregada das equaces e a estabilidade
do esquema numérico. O uso de malhas ndo-estruturadas facilita a discretizagdo tanto de geometrias complexas e irregulares,

como de geometrias regulares, permitindo que refinamentos locais sejam feitos em regides especificas. A malha empregada e a
forma de obteng@o dos volumes de controle é baseada na discretizacdo por elementos, o que normaliza a implementacéo

computacional. O esquema numérico proposto € apresentado em sua forma béasica e é comparado com outros esquemas NUMericos
que utilizam malhas ndo-estruturadas em solugdes simultaneas e segregadas.

Palavras chave: métodos numéricos, malhas ndo-estr uturadas, escoamentos incompressiveis, solugao simultanea.
1. Introducéo

As equacdes de Navier-Stokes, que fazem parte dos desenvolvimentos em Mecénica dos Fluidos Computacional,
requerem decisdes importantes sobre a natureza da solugdo adotada. A primeira deciséo a ser tomada € se esta solucdo
serd segregada ou simultéanea. A solucdo simultanea dos sistemas de equagbes algébricas cria uma matriz Unica
envolvendo todos os coeficientes e resolvendo todas as incognitas simultaneamente, que sdo & componentes de
velocidade e pressao. O problema do acoplamento entre as variaveis desaparece, restando apenas as ndo-linearidades,
que sdo consideradas resolvendo-se o sistema iterativamente, atualizando-se a matriz dos coeficientes até a
convergéncia. A outra alternativa é a solucéo segregada dos sistemas de equacdes, isto &, resolver os sistemas lineares
um aum, atualizando os coeficientes, e também utilizando métodos iterativos de solugéo.

A principal restri¢éo no uso da solucéo simultanea das equacfes esta no recurso computacional envolvido. Porém, a
grande capacidade computacional disponivel hoje em pequenas unidades de processamento, propicia 0 emprego dos
métodos numéricos em um grande nimero de problemas de engenharia, e motiva o uso da técnica de solugéo
simultanea das equagdes em esguemas numeéricos que envolvem problemas de escoamentos de fluidos (Zedan, 1983;
Galpin et al., 1985; Schneider e Raw, 1987; Roth, 1997).

Outro ponto de destague € o emprego de malhas ndo-estruturadas para a discretizagdo de dominios irregulares. A
discretizagdo de dominios arbitrarios em uma malha Unica e de qualidade sempre representou uma dificuldade no uso
dos métodos numéricos. Esta dificuldade torna-se ainda maior caso um refinamento local se faga necess&rio. A
dternativa mais difundida é subdividir o dominio e resolver o problema em blocos acoplados, usando a técnica de
multiblocos. Entretanto, pode-se evitar este acoplamento, mapeando-se a geometria em uma maha Unica e nado-
estruturada (Baliga e Patankar, 1980; Schneider e Raw, 1987; Taniguchi e Kobayashi, 1991; Mathur e Murthy, 1997).

O desenvolvimento de técnicas combinadas que possuam versatilidade e praticidade de discretizagdo, e ao mesmo
tempo, simplicidade e normalizacdo na implementacdo dos algoritmos, é sguramente uma tendéncia dos métodos
numericos atuais, e foi a principal motivagéo no desenvolvimento da presente proposta.

Neste trabalho é empregada a discretizagcdo por elementos unidirecionais, que consiste em obter o volume de
controle a partir de um conjunto de elementos losangulares, delimitados por dois centros de volumes e uma area, em
gue se integram as equagdes. Cada elemento contribui individual mente com um conjunto de coeficientes para a equagdo
discretizada do volume de controle. A discretizagédo por elementos, longamente empregada no Método dos Elementos
Finitos, normaliza aimplementacéo computacional e diminui aincidéncia de erros de programagéo.
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O presente trabalho apresenta um esguema numérico em malhas ndo-estruturadas, empregando a solugdo
simulténea das equacGes em problemas de escoamentos bidimensionais incompressiveis. Metodologias que usam
malhas néo-estruturadas (Schneider e Raw, 1987; Maliska e Vasconcellos, 2000), servem como referéncia para a
avaliacdo do desempenho daformulagéo proposta.

Para validar os esquemas numéricos apresentados e realizar comparagdes gerais, o problema teste escolhido foi a
convecgdo forcada em cavidade quadrada com tampa mével, com solucdo de referéncia em Ghia et al. (1982), com
mal ha bastante refinada (129 x 129).

1.1. Revisao Bibliogr &fica

A solugdo segregada das equagdes de Navier-Stokes gera o problema do acoplamento pressdo-velocidade. Neste
caso, para a determinagdo do campo de pressdes, é necessario promover um acoplamento entre a equacdo de
conservacdo da massa e as equagdes de conservacdo da quantidade de movimento, originando uma equacéo para a
pressdo. Através de algum esquema numérico, a equacao de conservagdo da massa é transformada em uma equacdo que
fornega o campo de pressdes ou uma corregdo paratal.

A técnica utilizada durante muito tempo para evitar este problema do acoplamento pressao-velocidade, foi resolver
as equacOes em termos da fungdo corrente e da vorticidade. Com essa pratica, um problema bidimensional, cujas
incognitas sdo as componentes do vetor vel ocidade e pressdo, reduz-se a um problema de duasincognitas, envolvendo a
funcdo corrente e a vorticidade, desaparecendo da formulacdo a pressdo. Apesar de muito atraente essa técnica
apresentou muitas limitagdes, a comegar pela interpretacdo fisica da vorticidade que dificulta em muito a aplicacdo das
condigdes de contorno, e ainda o acoplamento entre a fungéo corrente e a vorticidade, via condi¢des de contorno, o que
torna o processo iterativo lento e instével. Japara o caso tridimensional esta metodologia néo se aplica, pois ndo existe a
definicdo dafungdo corrente para trés dimensoes.

Conseqilentemente, esta técnica tornou-se praticamente inviavel, e a outra opc¢do, que seria a solugdo das equacdes
simultaneamente, traduzia-se em grandes problemas computacionais. A meméria computacional exigida para uma
solugdo simultanea e de boa qualidade em malhas mais refinadas néo era disponivel nos computadores da época. A
solucéo segredada das equacgdes era entao a Unica alternativa viavel para a solugdo das equacdes.

Surgiram entdo, ja na década de 70, duas técnicas novas para tratar o acoplamento pressdo-velocidade, e que se
propagaram rapidamente na literatura, ambas desenvolvidas por Chorin (1971). A primeira destas técnicas era
empregada em problemas onde somente a solucdo em regime permanente era requerida, e baseia-se no conceito de
compressibilidade artificial. Segundo este principio o escoamento é tratado como compressivel, desaparecendo a
compressibilidade ao se atingir o regime permanente. A outra técnica desenvolvida é similar e segue o transiente real.
Muitas variantes destes métodos surgiram no inicio da década de 70 para tratar 0 acoplamento presséo-velocidade,
sendo 0 método SIMPLE (Patankar e Spalding, 1972) um dos precursores. Em Maliska (1995) temse a descrigdo de
muitos destes métodos.

Porém, com o crescente desenvolvimento da tecnologia computacional, pequenas unidades de processamento
passaram ater a mesma capacidade computacional, se ndo maior, do que aquela disponivel nos computadores de grande
porte dos primeiros anos do desenvolvimento das técnicas numéricas. I1sso motivou o surgimento de esquemas
numeéricos mais robustos, e que fazem uso da solugdo simultanea das equacgdes (Zedan, 1983; Schneider e Raw, 1987,
Roth, 1997).

Nas metodologias (Schneider e Raw, 1987; Roth, 1997) que serviram como base para o presente trabaho, as
equagdes de conservagdo da quantidade de movimento sdo aproximadas numericamente e introduzidas na equagdo de
conservagdo da massa, gerando um sistema de equagdes para a pressdo. Portanto, obtém-se, ao final das aproximagoes,
uma matriz Unica de coeficientes envolvendo todas as incognitas. Resolve-se o sistema iterativamente, atualizando a
matriz dos coeficientes até a convergéncia.

2. Formulagéo Basica

A formulacdo porposta neste trabalho é baseada nos desenvolvimentos das metodologias (Baliga e Patankar, 1980;
Schneider e Raw, 1987; Mathur e Murthy, 1997; Maliska e Vasconcellos, 2000) e tem sua fundamentacéo descrita em
Schneider e Maliska (2001). O objetivo principal da proposta é o desenvolvimento de uma metodol ogia em malhas néo-
estruturadas, que empregue a solucdo simulténea das equagdes, e que seja menos dispendiosa computacional mente,
facilitando a implementacéo dos algoritmos, similar as metodologias (Mathur e Murthy, 1997; Maliska e Vasconcellos,
2000). Os desenvolvimentos seguem os principios de conservacdo do Método dos Volumes Finitos aplicado a malhas
ndo-estruturadas. A discretizacdo das equacgdes é realizada utilizando o conceito de elementos unidirecionais, que além
defacilitar o desenvolvimento do cadigo, diminui aincidéncia de erros de programagdo, normalizando aimplementagédo
computacional.

2.1. Construcgéo do Volume de Controle e Elementos Unidir ecionais
A partir de uma discretizag8o arbitréria qualquer, conforme ilustra a Fig. (1.a), o volume de controle é obtido a

partir do método das medianas, ou seja, une-se 0 centro geométrico de cada poligono ao ponto médio das faces,
conforme ilustra a Fig. (1.b). E importante destacar que este procedimento ndo € inflexivel. Os pontos que delimitam os
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volumes ndo precisam ser necessariamente o centro geométrico dos poligonos, o que permite a corre¢do de possiveis
discrepancias geométricas da malha. Uma segunda alternativa, menos atraente do que a primeira por apresentar uma
distribuicdo menos homogénea do tamanho das faces e do tamanho dos volumes, é considerar como volumes de
controle os préprios poligonos decorrentes da discretizagdo da Fig. (1.a).

Y

(@ (b)

Figura 1. Discretizagdo arbitraria e construcéo do volume de controle P (hachurado).

Observe que apds construido, o volume de controle é formado por um conjunto de elementos de formato
losangular, do tipo Palb, que para o volume de controle P mostrado na Fig. (2.8), sdo um total de cinco elementos.
Estes elementos sdo delimitados por dois centros de volume e uma &rea. O elemento Palb, através do seu segmento P1,
promove a ligagdo entre o volume de controle centrado em P e em 1, por isso estes elementos s&o aqui denominados
unidirecionais. Cada elemento unidirecional Palb possui um Unico ponto de integracdo que esta localizado no ponto
médio do segmento P1. A Figura (2.b) ilustra o elemento Palb extraido do volume de controle representado na Fig
(2.a4). Parasimplificar a notacéo, o elemento unidirecional Palb serd denominado simplesmente elemento P1.

@ (b)

Figura 2. Volume de controle e elemento unidirecional.

Note que para o caso bidimensional, a area efetiva de troca de fluxo, representada pelo vetor A, édefinida pelo
segmento ab. E ainda, qual quer que seja o formato da curva que define os segmentos ajp € ipb, ndo alteram o valor de

A. Conseqiientemente, no uso de termos fonte envolvendo uma quantidade do sub-volume, esse valor pode ser Y2de
Palb, ndo sendo necessario o calculo parcial dos sub-volumes.

2.2. Equacdes gover nantes

Admitindo o fluido como Newtoniano e adotando um sistema de coordenadas cartesianas (X,y), temse, para
problema convectivo-difusivo bidimensional transiente, as seguintes equacfes diferencias:

1 (ru) +1(r uu) +1(rvu)=- Tp, W fuo, ¥ & fu g+8“ (€
bl X Ty X Txe xg Ty Vg

1 1 1 T Taevo Tevo

—(rv)+—(ruv)+—(rw)=- =+ —ghn—++—gm—=+S"' (2
ﬂt( ) ﬂx( ) ﬂy( ) v e o ‘Hyg Vg

E+l(ru)+l(rv):o (3)
it Tx iy
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Tet)+ L w)+ L pvr)=T @y Mo, TR W0, (4)

qt i Ty 'nxg Xa ‘Hyg ‘Hyg

As Equactes (1) e (2) sdo as equagdes de conservagdo da quantidade de movimento em X ey respectivamente, onde
S representa o termo fonte. A Equacdo (3) é a equacdo de conservagdo da massa e a Eq. (4) é a equagdo de conservagdo
na forma geral para uma variavel genérica f, onde G é o coeficiente difusivo, S representa o termo fonte, r é amassa
especifica do fluido e t o tempo. Condensando os fluxos advectivo e difusivo em um Unico termo, a Eq. (4) pode ser
reescritanaforma

%(r f)+Rf)=5 ©)

J=rVf - GNf (6)
onde J representa o fluxo total (advectivo e difusivo) e V é o vetor velocidade.
2.3. Discretizacdo das equacgdes

Para um melhor entendimento do procedimento de discretizagdo das equacgdes, apresenta-se iniciamente a
discretizagdo da equacgado de conservacédo de f, Eq. (5), e posteriormente a discretizagdo das equacdes de conservagdo da
quantidade de movimento e massa, onde serdo consideradas as devidas particul aridades.

2.3.1. Discretizacdo das equages para f

A integracdo da equacdo de conservagdo, Eq. (5), segue a formulagdo basica das metodologias em Volumes Finitos
para mal has ndo-estruturadas. Estaintegracdo é realizada sobre o volume de controle P, representado na Fig. (2.a). Note
gue este volume é formado por varios elementos do tipo P1, que contribuirdo individuaimente para obtencdo das
equagdes aproximadas de cada volume. O sub-volume de controle Paipb, representado na Fig. (2.b), é parte do volume
de controle no qual é realizada aintegrag&o. O elemento P1 contribui no balanco total da propriedade f do volume com
o fluxo J, calculado no ponto de integragdo ip da Fig. (2.b). Portanto, integrando a Eq. (5) no volume de controle P,
tem-se

M.f, - Moo ° S ibuica
P é  contribuicdo de outros =0 @)

PPLadA - flav+ € u
0] Pagbﬁ 8 dlementos associadosao n6 P 0

onde M representa a massa do volume de controle. Detalhes desta integracdo podem ser vistos em Schneider e Raw
(1987). Introduzindo a Eq. (6) na Eq. (7) e admitindo constantes os valoresder e G , tem-se

Mef o= MEF2 L ).

TF & tribuicéo de out ¥
= o |p- Gf (Nf A)| (SPf . +S) Paib + é contribui¢ao de outros u_o (8)

@ elementos associadosaond P

Quando as parcelas correspondentes a todos os elementos forem adicionada e aplicadas as condi¢fes de contorno,
obtém-se uma equagdo algébrica de conservagdo do volume de controle centrado em P, conectado a todos os seus
vizinhos, naforma

1:|:é-'6\nbeB+Bi (9)

ondei indica o nimero do volume de controle e nb os volumes vizinhos. Ao se resolver o sistema linear obtido, tem-se
osvaloresde f determinados em todos os vértices dos poligonos que compde a discretizagdo da Fig. (1.b), ou sgja, no
centro de todos os volumes.

2.3.2. Discretizacg8o das equagdes parau ev

A integral da equagdo de conservagdo da quantidade de movimento é idéntica a da equagéo de conservacdo de f,
exceto pela presenca da mtegral envolvendo 0 gradl ente de pressdo. As equagdes de conservagéo de quantidade de
movimento adicionam ao fluxo Jos termos p| e pJ para as componentes do vetor velocidade u e v, respectivamente.

Portanto, integrando as Eq. (1) e (2) novolume de controle P daFig. (2.a), temse
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M.u, - MOPUE VI N i 5 contribuicdo de outros )
—PP _PP4r(VA) u - n{NuA) +(@(.A) p .+ € ¢ U-o 10
Dt ( )'p i )'p ( )'p Py @elementos associadosao N6 P (10

M_v, - M2vy contribuic&o de outros

Pyr(V.A) v - mRvA) +(jA) p + € 0 11
Dt VA Vip = MINVAY, +(1A) Py + @elementos associadosao n6 P 0 (1)

Quando as parcelas correspondentes a todos os elementos forem adicionada e aplicadas as condi¢fes de contorno,
obtém-se um conjunto de equagtes algébricas paraas variaveis u e v, em cada volume de controle, naforma

[A"{U} +[a™{u} +[a™K{p} ={B"} (12
[A™{V} +[a"{ v} +[a”){p} ={B"} (13)

onde [A] é a matriz de coeficientes nodais, e [a] é a matriz de coeficientes no ponto de integracdo. Note que, expressdes
para u, v € p no ponto de integracdo deverdo ser introduzidas nas equacdes anteriores, através de uma funcdo de
interpolacdo, para que se obtenha aformafinal daequagao discretizada.

2.3.3. Discretizagdo da equacgao de conservagéo da massa

A integracdo da equacdo de conservacdo da massa, Eq. (3), é obtida assumindo f=1, G=0 e $=0 na Eq. (8).
Considerando ainda, constantes os valores der e escrevendo o vetor velocidade como v = yi + v] , temse

~ A= 4 ibuicdo de outros ¥
u (ilA) +v (jA) + € conribuicx U= H
Ip( )|p IP(J )'P @ elementos associadosaon6 P j 0 o

Adicionando as parcelas correspondentes a todos os elementos e aplicando as condig¢des de contorno, obtém-se uma
equacdo algébrica de conservacdo da massa para 0 volume de controle centrado em P, conectado a todos os seus
vizinhos naforma

[a™{u} +[a™{v} ={B"} (15)

Introduzindo na equagdo acima expressdes para u e v no ponto de integracdo, obtém-se aformafinal da equagéo de
conservagdo da massa discretizada.

2.4. Funcéo deinterpolagdo

A funcéo de interpolagdo tem o objetivo de avaliar o valor de uma propriedade nainterface do volume de controle
bem como suas derivadas. A discretizagdo das equagdes de conservagdo da quantidade de movimento e conservagdo da
massa, dadas pelas Eq.(10), (11) e (14), necessitam que sejam introduzidas expressdes aproximadas para u, v e pna
interface de integracao, e expressdes para o vetor gradiente de velocidades, formado pelas derivadasdeu ev.

Tradicionalmente o Método dos Volumes Finitos utiliza duas funcdes de interpolacdo para esta tarefa. Uma para
determinacéo dos valores das derivadas de uma propriedade e outra para a determinacdo dos val ores desta propriedade
nas interfaces de integracdo. Portanto apresentar-se-a a fungdo de interpolagdo em duas etapas: avaliagéo das derivadas
deu, v epeavaiagdo deu, v ep nospontos deintegragao.

2.4.1. Avaliacdo das derivadasdeu, v ep

Para a andlise das expressdes das derivadas da componente u de velocidades, considere inicialmente a Fig. (3), que
ilustra o elemento 12 que compde o volume de controle da Fig. (2.a). O objetivo aqui é determinar uma expressdo para
o gradiente de u, escrito no sistema de coordenadas cartesianas (x,y) e posteriormente aplicdlo na equagdo de
conservacdo da quantidade de movimento discretizada, dada pela Eq.(10). Para isso escrevese uma funcéo de
interpolacdo da seguinte forma

u(x,y)=N,U, +N,U, (16)

onde U; e U, sdo os valores de u armazenados nos vértices do elemento, e N; e N, sdo funcdes peso. Note que a
Eq.(16) é escrita em duas coordenadass para facilitar a obtenc@o das expressdes das derivadas de u em x ey, e
posteriormente comporem o vetor gradiente. Portanto, a Eq.(16) é uma funcdo de interpolacdo bidimensional, onde
dispdem-se somente de dois nds para sua construgao.
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A idéiaent&o é construir uma funcdo plano, naformade umarampa bidimensional entre osvalores deU; e Uy, que
apresente gradiente maximo na direcdo do vetor drea do elemento 12 ilustrado na Fig. (3), e gradiente nulo na diregdo
perpendicular. Dai arazéo em denominar os elementos como unidirecionais.

Figura 3. Elemento unidirecional e os parametros difusivos.

Portanto, esta fungdo fornece

N, =[(X, = X)X+ (Y, = Vo) Y+ (X, - X)X, + (¥, - V,)Y,)] /DET (17
N, = [(X, - X)X+ (Y, - Va)Y + (X, - X)X, +(Y, - V,)y,)] / DET (18)
DET :(Xz - X1) (Xb - Xa) +(y2 - yl) (yb - ya) =LA cosa (19)

Pode-se também escrever a fungdo rampa em outras direces, como por exemplo, alinhada com o segmento 12, o
gue fornece valores diferentes para os coeficientes N e N,. Isso decorre de estarmos assumindo uma variagdo
unidirecional da propriedade, da mesma forma empregada na formulag&o tradicional do Método dos Volumes Finitos
(Maliska, 1995) e na metodologia dos diagramas de Voronoi (Maliska e Vasconcellos, 2000). Nas metodologias (Baliga
e Patankar, 1980), (Schneider e Raw, 1987) e (Mathur e Murthy, 1997) este fato ndo ocorre devido a utilizagdo de mais
de dois pontos nodai s para esta aproximagéo, definindo melhor afuncéo bidimensional.

A escolha de qual direcdo utilizar na construgdo da funcdo rampa depende da diregdo real do fluxo, que &
desconhecidaapriori (Heinemann e Brand, 1989). Para o esquema numérico aqui desenvolvido, admite-se que a fungdo
rampatera aformada Fig. (3) e os coeficientes N; e N, dados pelas Egs.(17) e (18), o gradiente maximo fica portanto
estabelecido na direcdo do vetor area. Assim, a componente do gradiente perpendicular ao vetor area é sempre
multiplicada por uma area nula, permitindo o uso da fun¢éo rampa naintepolagdo sem prejuizo daformulagdo, como na
metodol ogia dos diagramas de Voronoi (Maliska e Vasconcellos, 2000). Segundo Heinemann e Brand (1989) o fluxo
calculado fica sujeito a dois erros: um erro de ordem (L?) decorrente da aproximaczo linear da derivada, e outro erro
envolvendo os cosenos dos angulos que o fluxo real e o vetor area fazem com o segmento 12. O préximo passo € a
obtencao da expressdo que fornece o vetor gradiente de u. Paratal, derivamos a Eq.(16) em relacdo a (x,y) obtendo

fTu _ 1N
1x,y) (%,

Ly, e Ny (20)
y) 1(x.y)
Considerando as Egs.(17) a(20), o vetor gradiente de u € escrito como

Xb - Xa)i +(yb - ya) ] (U2 _ Ul) (21)
LA cosa

Rig = ¢

O produto escalar do vetor gradiente pelo vetor area, presente na Eq.(10), é (Peacemann, 1996)

Rua=_A U,- Uy 22)
cosa L

e

onde a é o angulo entre o vetor area e 0 segmento 12, representado na Fig. (3). A parcela da Eq.(22) correspondente ao
inverso do coseno de a varia conforme a escolha da direcdo da funcdo rampa. No caso de se optar por uma funcéo
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rampa que admite gradiente méximo na diregdo do segmento 12, esta parcela é dada pelo coseno de a (Heinemann e
Brand, 1989; Peaceman, 1996).

Para a avaliagéo das derivadas da componente v de velocidades e da presséo, segue-se 0 mesmo principio e obtém-
se equacles semel hantes a Eq. (22), escritas em termos da varidvel deinteresse.
2.4.2. Avaliacdo de p nos pontos de integracao

Admitindo variagéo linear do campo de pressdes, a funcéo de interpolagdo que fornece os valores de p nos pontos
deintegracdo é aEq. (16), escritanaforma

P(X,y)= NP +N,P, *)
com N; e N, dados pelas Eq. (17) a(19).
2.4.3. Avaliacéo de u e v nos pontos de integr acéo

Para a avaliagdo da componente u de velocidades no ponto de integragdo ip, considere inicialmente um valor a
montante de uj,, representado por uy, naFig. (4) ealinhado com a orientagéo s do vetor velocidade.

Figura 4. Elemento unidirecional e os parametros convectivos.

Usando a série de Taylor em torno do ponto de integracdo ip, e assumindo um erro de segunda ordem, obtém-se a
seguinte expressdo

Upp :uup+%ip(L/2) (24)

O valor de w, € obtido fazendo a media ponderada dos valores de U; e U,, baseadas no angulo b da Fig. (4)
(Schneider e Maliska, 2001), e portanto

u, =au, +(1- au, (25)
a= @a+ (;osb) (26)

Para determinar o valor da derivada de u na direcéo s, e substitui-la na Eq. (24), pode-se escrever a equagdo de
conservagdo da quantidade de movimento parau naforma

Tu_1¢e TP, Reuss - Ul (27)

it H

Assumindo a solucdo em regime permanente para a Eq. (27) e considerando nulo o termo fonte S, pode-se
aproximar o termo de pressdo através da Eq. (23), e o termo difusivo por diferengas centrais, obtendo

-%:-w(pz- P) (28)
iizf = mor 2 *Ye (29)
(L/2)?
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Substituindo estas expressdes na Egs. (27) e (24) e reagrupando, tem-se a expressao que fornece o valor de u no
ponto de integracéo ip, como

Dx
Peuup +U, +U, - R(Pz - Pl)

u, = (30)

’ (Pe+2)
onde o valor de uy, € dado pelaEq. (25) e o nimero de Peclet baseado namal ha é dado por
pe=V(L/2 (31)
m

Note que, na Eq. (30) avariacdo do nimero de Peclet fornece

u =itV X®-R) pypee o) 32)
P 2 8m

u =y +2x(P- R) pi(Pe® ¥) (33)

T 2r VL

Portanto, a Eq. (30) é uma funcdo de interpolagdo que escreve o valor da componente de velocidade u do ponto de
integracdo em fungdo dos valores de u e p nodais, baseada no nimero de Peclet da malha. Para a avaliagdo de v nos
pontos de integracdo, segue-se 0 mesmo principio e obtém-se uma equacdo similar a Eq. (30), escrita em termos da
componente v de vel ocidades.

2.5. Sistema Linear de Equacdes
Obtidas as expressdes para os gradientes de u e v, e para os valores de u, v e p nos pontos de integracdo, substitui-se

estas equacdes algébricas nas Eq. (12), (13) e (15) obtendo o seguinte sistema linear de equacdes para o volume de
controle centrado em P

[A"KU}+[AP{R ={B"} (39)
[A"N{V}+[A™KP} ={B"} (35)
[AP{U} +H APV} +[AP{R ={B"} (36)

Ao final da discretizagdo de todos os volumes de controle do dominio, € obtida a matriz de coeficientes envolvendo
todas as variaveis do problema. Este sistema linear € resolvido iterativamente, atualizando-se a matriz dos coeficientes
até aconvergéncia

E importante aqui destacar algumas particularidades. Na metodologia (Schneider e Raw, 1987), foram mantidos nas
equacles de conservagdo da quantidade de movimento, termos de derivadas cruzadas que normalmente se anulam na
formulagcdo incompressivel. Estes termos promovem naguela metodologia um melhor acoplamento do sistema
garantindo melhores taxas de convergéncia. Em Schneider e Raw (1987), as Eq.(34) e (35) apresentam coeficientes que
relacionam todas as variaveis do problema, como por exemplo, coeficientes para V na Eq. (34) e coeficientes para U na
Eq. (35).

No presente trabalho, as equagdes de Navier-Stokes na forma como foram apresentadas, proporcionaram maior
consisténcia que o esguema Schneider e Raw (1987), promovendo satisfatoriamente o acoplamento das variaveis.

2.6. Condic¢oes de Contorno

Considere inicialmente uma varidvel genérica f, a qual se desgja aplicar uma condi¢do de contorno de valor
prescrito ou fluxo prescrito. No método de discretizagdo adotado, os volumes gque se encontram na fronteira do dominio
tem seus centros localizados sobre essa fronteira. Portanto, para f prescrito a equagdo do volume de fronteira passa
assumir aforma f = fpreserito- NOte que, 0 balango de conservagdo ndo é realizado para o volume de fronteira, pois esta
se assumindo um valor conhecido da propriedade exatamente onde ela é armazenada, ou segja, no centro do volume. Em
caso de fluxo prescrito, a equagéo do volume de fronteira € empregada e o fluxo conhecido acrescido ao termo fonte.
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3.Resultados

O problema de convecgdo forcada de um fluido incompressivel em uma cavidade quadrada é resolvido para um
escoamento bidimensional laminar e em regime permanente. Este problema € classico na literatura para testes de
algoritmos. A cavidade tem dimensdes unitarias e possui a tampa superior mével, com velocidade horizontal também
unitéria. Todas as demais velocidades sdo nulas nas faces. As equacfes governantes para este problema sdo as Eq. (1),
(2) e (3), extraidos os termos temporais. A Figura (5) ilustra o problema.

Tampa mével u=U=1,v=0
_>
4
I ———

w y Parede

u=v=0

Figura 5. Cavidade quadrada com tampa mével.

A Figura (6.b) ilustra o formato da malha usada na obtencao da solugdo, onde variou-se 0 nimero de volumes em
cada umadelas. Este problemafoi resolvido paratrés valores do nimero de Reynolds, Re=100, Re = 400 e Re = 1000 e
tamanhos da malhas aleatérias iguais a 213, 437 e 833 volumes internos.

@ (b)
Figura 6. Formato de malhas utilizados na solugdo do problema proposto.
A formulagdo aqui proposta foi também comparada com resultados obtidos nas metodologias (Maliska e

Vasconcellos, 2000; Schneider e Raw, 1987), utilizando a discretizagdo na forma dada pela Fig (6.a). Como referéncia,
€ adotada a solucdo de Ghiaet al (1982). AsFiguras (7) a(11) apresentam os resultados obtidos.

o1
1 0.a f
ae e2r
o1t
0.€ Re 400 o
>
§' —— 213 volumes > e} Ra =100
0.4 —— 437 volumes B —— 213 volumes
— 833 volumes U4 I ——— 437 volumes
0.z — Ghia et al. (1982) R — 833 volumes
. — Ghiaetal. (1982)
Ca
a
cs5
oA 0.2 o} 3.2 G4 0.6 Qe 1 a a.2 a4 0.8 0.4 1
ull x/L

Figura 7. Refino de malha para componente u de velocidade em x/L=0.5, e para componente vertical de velocidade em
y/L=0.5 Re=400.
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viL

Re - 10X
213 volumes
—— 437 volumes
—— 833 volumes
0.4 1 —— Ghiaetal. (1982)

213 volumes
437 volumes 0.2 r
833 volumes

Ghia et al. (1982)

34 r

T

cA ©.2 o] 0.2 G/ aa A8 1 [o] oz . a.e Q.8 1
wiJ x/L

Figura 8. Refino de malha para componente u de velocidade em x/L=0.5, e para componente vertical de velocidade em
y/L=0.5 Re=1000.

Nas Figuras (7) e (8) estdo representados os resultados obtidos para Re=400 e Re=1000, e trés tamanhos de maha
aleatéria de formato representado na Fig (6.b), com variacdo do nimero de volumes. Observa-se uma peguena oscilagéo
nas solucdes obtidas, que acredita-se ser decorrente da aleatoriedade da malha. Estas oscilacGes desaparecem com o
refino da malha, juntamente com a difusdo numérica, e a solugdo obtida aproxima-se da solucéo de referéncia,
validando o esquema numérico proposto.

As Figuras (9) e (10) apresentam as solucdes obtidas para a formulagdo proposta e as metodologias (Maliska e
Vasconcellos, 2000; Schneider e Raw, 1987) para Re=400 e Re=1000, e maha quadrilatera 15 x 15 representada na
Fig. (6.a). Em todas as metodologias sdo empregadas funcfes de interpolacdo baseadas no nimero de Peclet da malha
A metodologia (Maliska e Vasconcellos, 2000) emprega a sol ugdo segregada das equagdes, enquanto que a metodologia
proposta e ametodologia (Schneider e Raw, 1987) empregam a solucdo simulténea.

o1 r
1 03
as ¢.2
1
Q.6 . }
3 KA = 41k] > C Ro
3, >
aA —— Maliska e Vasconcellos, (2000) -1 ——— Maliska e
= Proposta c2 } Vasconcellos, (2000)
U —— Schneider e Raw, (1987) —— Proposta
— Ghia et al. (1982) i —— Schneider e Raw, (1987)
m -C4 | —— Ghiaetal. (1982)
U.L
-C4 -0.Z 0 o2 €A1 Cc.8 0.2 1 qQ 02 01 e aa 1
u/lr x/L

agor

0.€ T Re — 1CQ0

< Re = 1000
> i g = Maliskia &
0.4 ——— Maliska e Vasconcellos, (2000) ne b Vasconwelles, (20003
—— Proposta —— Propcsta
0.z — Schneider e Raw, (1987) — Schroider ¢ Raw, (1187)
— Ghia et al. (1982) 14 T —— Ghia el al. (1987)
a
ne
a1 Q.2 Q a2z aA Q.6 a.8 1 Q 0.z Q. 0.3 a3 1
uill /L

Figura 10. Componente u de velocidade em x/L=0.5, e componente vertical de velocidade em y/L=0.5 Re=1000.
Os resultados apresentados mostram que solucdo simultanea das eguacbes foi implementada com sucesso,

validando o esquema numérico aplicado. A peguena diferenca encontrada entre a formulagdo proposta e a metodologia
(Maliska e Vasconcellos, 2000) é decorrente da funcdo de interpolagdo empregada, que, no caso da metodologia

10
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proposta, avalia os termos convectivos como média ponderada com o angulo e possui ainda um gradiente de presséo,
conforme a Eq.(30).

Uma das vantagens do emprego da solucdo simultanea das equacfes é o aumento da faixa de convergéncia da
solucdo para valores do incremento temporal DT, tornando mais estavel o esquema numérico. A Figura (11) apresenta o
tempo de computacéo gasto na solugdo do problema teste, em fungdo do incremento temporal e da reducéo de residuo
R/Ri na solucdo iterativa da matriz de coeficientes. O micro computador utilizado possui processador Pentium 111, 1000
MHz, com 256 MB RAM. Os gréficos foram obtidos para Re=100 e Re=400, em uma malha quadrilatera 15 x 15. O
algoritmo de solugcdo da matriz € o SOR com coeficiente de relaxacdo 0.4. O critério de convergéncia é a variagdo da
norma euclidiana dos residuos de todas as varidveis inferior a 1.0E-7. As linhas azul e vermelha indicam os menores

valores em cada direcéo.

3007 800

450

40
1000]

TCPU (s) TCPU (s) 600

2007

RIRI (%)

(@) Re=100, malha 15 x 15. (b) Re=400, melha 15 x 15.

Figura1l. Tempo de CPU em funcéo do incremento temporal DT e da reducgdo de residuo R/RI.

Os resultados da Fig. (11) mostram que para o problema proposto e na malha empregada, foi possivel resolver
matriz de coeficientes empregando um algoritmo iterativo de solugao, e ainda, que uma pegquena reducdo no residuo das
equacdes foi suficiente para se prosseguir com a atualizagdo dos coeficientes. Note que a implementagdo de um
algoritmo de solugdo com estas caracteristicas é simples, e seu uso ndo representa grande custo computacional porque
ndo hé a inclusdo de novos coeficientes na matriz. A faixa de estabilidade da solugdo também fica ampliada quando se
adota uma peguena reduc&o no residuo da matriz.

4, Conclusdes

O objetivo deste trabalho foi a implementacdo de uma metodologia para a solugdo numeérica de escoamentos
bidimensionais incompressiveis, usando malhas néo-estruturadas e formada por elementos unidirecionais, empregando
a solucdo simultanea das equagtes. A adogdo da solugdo simulténea do sistema de equagdes gera melhor estabilidade da
solugdo, aumentando afaixa de convergénciaparavalores do incremento temporal DT. A avaliac&o dos fluxos difusivos
é realizada usando dois pontos, como nos esquemas numéricos vistos em (Heinemann e Brand, 1989; Quandalle, 1993,
Sammon, 2000). A metodologia (Maliska e Vasconcellos, 2000) que emprega a solu¢do segregada das equacles, e a
metodologia (Schneider e Raw, 1987), que emprega a solugdo simulténea, serviram como referéncia para a comparagdo
do acoplamento aqui proposto.

Para validag@o dos esguemas numéricos apresentados, o problema teste escolhido foi a convecgdo forcada em
cavidade quadrada, que éum problema cléassico parateste de algoritmos, comsolucao dereferéncia em Ghiaet al. (1982).

O esquema de solucdo simultanea das equagdes baseou-se nos desenvolvimentos apresentados em (Schneider e
Raw, 1987; Roth, 1997), com modificac8es principalmente na forma de abordagem das equacdes de Navier-Stokes, no
que se refere aos termos do divergente. A metodologia apresentada € menos dispendiosa computacionalmente que a
metodologia (Schneider e Raw, 1987) por utilizar um esguema de discretizagdo mais simples, semelhante ao usado nas
metodologias (Heinemann e Brand, 1989; Maliska e Vasconcellos, 2000; Sammon, 2000) que é baseada em
interpolagdes unidirecionais.

Os resultados apresentados mostram que a solugdo simultanea das equagdes foi implementada com sucesso,
validando o esquema numeérico proposto. Os resultados foram obtidos com estabilidade, demostrando que solucées
acopladas podem ser aplicadas também em esquemas numeéricos baseados em interpolagdes unidirecionais, com
reduzida complexibilidade computacional e utilizando algoritmos de solu¢do de matrizes iterativos com pequena
reducdo no residuo.
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SIMULTANEOUS NUMERICAL SOLUTIONS FOR INCOMPRESSIBLE FLUID FLOW USING THE
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Abstract. This work presents a numerical method for the solution of the two-dimensional incompressible fluid flow, using the Finite
Volume Method in unstructured gids. The simultaneous solution of the mass and momentum conservation equations is applied
giving a unique matrix of coefficients. The formulation applied reduces the complexity of the algorithm when compared to the
segregated methods. These grids have better adoption for simple and complex domains, allowing local refinement in specific regions.
The employed mesh and the construction of the control volumes are based on the element discretization, what facilitates and
normalizes the computational implementation. The formulation is presented in the basic form. The method shown is compared with
other numerical methods that use unstructured grids and simultaneous solutions.
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