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Resumo. A forma de promover a aglomerag¢do dos volumes de controle em métodos
multigrid algébricos deve levar em considera¢do os coeficientes de conectividade entre
estes volumes. Quando um sistema de equagoes diferenciais parciais é resolvido, como
ocorre quando as equagoes de Navier-Stokes sdo consideradas, existem diversos
coeficientes que podem indicar a anisotropia do sistema linear. Neste trabalho o método
multigrid de corregoes aditivas (ACM) é aplicado ao problema do escoamento bidimensional
considerando diversas formas de aglomeragdo. As equagoes sdo discretizadas pelo método
EbFVM de forma acoplada. As diferentes formas de aglomerar foram comparadas entre em
busca de indicagoes para melhorar o rendimento do método multigrid desenvolvido.
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1. INTRODUCAO

Considerando a resolucdo de problemas de mecanica de fluidos e transferéncia de calor,
pode-se ver que a taxa de convergéncia dos métodos de solug¢ao do sistema linear (solvers) é
relativamente alta no inicio do processo, mas decai e acaba estagnando. O rapido
decrescimento do erro durante as primeiras iteracdes deve-se ao fato que o solver elimina
eficientemente, na malha mais fina, as componentes de alta freqiiéncia do erro (aquelas com
comprimento de onda da ordem do tamanho do espagamento da malha) restando as de baixa
freqiiéncia (com comprimento de onda de ordem maior que o tamanho do espacamento da
malha) as quais sdo dificeis de remover. Salienta-se que a defini¢do do que sdo altas ou baixas
freqiiéncias de erro estd intimamente ligada ao grau de refinamento da malha utilizada.

Como alternativa para este problema surgem os métodos multigrid, cuja idéia basica ¢ a
utilizacdo de uma seqiiéncia de malhas juntamente com solvers iterativos a fim de reduzir
todas as componentes de freqiiéncia de erro presentes na obten¢do da solu¢do de um sistema
linear. Na malha fina (original), os modos de alta freqliéncia de erro sdo efetivamente
reduzidos, mas os de baixa freqiiéncia sdo dificeis de remover, sendo necessarias varias
malhas grossas para atingir este objetivo.

No método Multigrid de Corre¢des Aditivas (ACM) [1], utilizado neste trabalho, a
discretizacdo do sistema de equagdes lineares ¢ efetuada somente na malha original, enquanto
que as equagdes das malhas grossas sdo geradas através do uso das equagdes do nivel de
malha imediatamente superior (malha mais fina) e as solug¢des (correcdes) obtidas nas malhas
grossas sao simplesmente adicionadas a solugdo da malha mais fina. Ainda o método ACM
possibilita a utiliza¢do da aglomeragdo adaptativa das células (volumes de controle). Este tipo
de aglomeracdo ¢ baseado nos coeficientes e leva em conta o efeito que a anisotropia deles
causa no desempenho dos métodos numéricos ([2], [3] e [4]). Um alto grau de anisotropia dos
coeficientes causa escalas de tempo de propagagdo da informacdo bastante diferentes, o que
afeta drasticamente o comportamento da convergéncia. Assim, no método ACM sido
adicionadas as células com escalas de tempo de transporte de informagdo de wvalor
semelhante, reduzindo ou eliminado a grande variacao entre as menores € as maiores escalas
de tempo de transporte de informagdo nas células das malhas grossas. Diversos autores ja
empregaram este método na resolucao de diferentes problemas fisicos ([2], [S] e [6]).

Para testar todas as potencialidades do método ACM ¢ necessario um método robusto
para a aproximagdo do sistema de equagdes. Para isso foi escolhido o método de Volumes
Finitos baseado em Elementos (EbFVM), o qual caracteriza-se por ser um método
conservativo além de possibilitar o uso de malhas ndo-estruturadas discretizadas por
elementos de diversos formatos [4].

Outro fator a ser considerado ¢ a forma como sera resolvido o sistema linear: acoplado ou
segregado. Foi escolhida a solugdo acoplada do sistema de equagdes, pois a medida que todas
as variaveis de interesse sdo avangadas ao mesmo tempo, o problema de acoplamento entre as
variaveis desaparece tornando o procedimento de solu¢do mais estavel e robusto em termos
de convergéncia.

Assim, busca-se criar um so/ver robusto para a solu¢cdo de problemas de escoamento que
contemple a representacdo de geometrias complexas através do uso de malhas nao-
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estruturadas, que respeite a conservacao das propriedades fisicas do escoamento e que resolva
problemas grandes e complexos de engenharia de forma répida e estavel.

2. METODO MULTIGRID DE CORRECOES ADITIVAS (ACM)

O método Multigrid de Corre¢des Aditivas (ACM) difere dos métodos multigrid
tradicionais por gerar as equagdes da malha grossa sem o uso de operadores de interpolacdo e
restricdo, pelo menos ndo no formato que estes sdo apresentados nos métodos multigrid
classicos.

Como ja mencionado, no ACM ¢ executada a adi¢ao das equacdes a fim de formar-se um
bloco (novo volume de controle) obtendo assim uma nova malha, mais grossa. Nesta malha ¢

calculada uma correc¢ao para o todo o bloco 7 (Fig. 1), ¢,*, a qual ¢ somada a solugdo ¢ da

malha do nivel superior (mais fina) para a obtencao de ¢7 , que ¢ a solugdo corrigida.

Como no método ACM as equagdes da malha grossa sdo obtidas somente adicionando os
coeficientes da malha fina, a aglomeracao adaptativa (que leva em conta o grau de anisotropia
dos coeficientes) ¢ uma boa alternativa a ser testada, pois ela possibilita a aglomeragdo na
direcao do coeficiente "forte" (maior) acelerando a solu¢ao do sistema linear na malha grossa.

Bloco I da segunda
malha grossa

Bloco I da primeira
malha grossa

Volume de
controle i

Figura 1 Exemplo de aglomeragdo adaptativa em uma malha nao-estruturada.

A deducdo da equacao de correcdo tanto para malhas estruturadas como nao-estruturadas
¢ mostrada a seguir.
Considerando o sistema de equagdes escrito na forma

A;¢i:z‘4;ib w0 (1)
nb

onde A; ¢ o coeficiente central do volume de controle i na equagdo para ¢, A4, sdo os

coeficientes que conectam o volume de controle i aos volumes de controle vizinhos, b; € o
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termo fonte e ¢ ¢ a solugdo procurada. Os coeficientes da Eq. (1) podem ser obtidos pela
aplicacdo do método de Volumes Finitos (FVM) ou pela aplicagdo do método de Volumes
Finitos baseado em Elementos (EbFVM) a malhas estruturadas ou ndo-estruturadas [4].

Assim ¢ definida a equacdo da corregdo, cuja funcao ¢ adicionar as corregdes obtidas na
malha grossa (¢') as melhores estimativas de ¢ para cada volume da malha fina

b=0-+4,. @

7T ~ * ~ .
onde ¢ ¢ a solugdo melhorada em cada volume e ¢, ¢ a corregdo relacionada com todos os

volumes que situam-se no mesmo bloco / .
Forgando a solucao corrigida a ter residuo zero (a fim de manter a conservagao global das

propriedades calculadas) € obtido o sistema linear para ¢;i

4,8, = %A;B% +b,, 3)
onde
b=>r, “4)
i
A= 4 -4, (5)
i
Ay =>4, (6)

Assim ZA,’;}, representa a conexdo entre os volumes dentro do mesmo bloco e

ZA;b representa a conexao entre os volumes de blocos vizinhos.
il

A Eq. (3) deve ser resolvida a fim de obter-se a corre¢ao ¢1*J, a qual ¢ adicionada a cada

valor ¢ dos volumes de controle situados dentro do bloco /. Assim, como ja mencionado a
estimativa "melhorada" 4, ¢é obtida. Maiores detalhes do método ACM podem ser encontrados

nas referéncias [1] e [4].

3. AGLOMERACAO ADAPTATIVA

Como ja comentado na se¢do anterior o principio do algoritmo de aglomeracao consiste
em adicionar células com escalas de tempo de transporte de informacdo "pequenas"
(coeficientes "grandes") a fim de melhorar o desempenho do solver utilizado.

O esquema de aglomeracdao adaptativo comeg¢a com uma Unica célula na malha fina e
através de um conjunto de regras determina quais as células vizinhas devem ser incluidas em
cada novo bloco da malha grossa. Os novos membros da célula (bloco) grossa sio
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examinados para determinar quais dos seus vizinhos devem ser incluidos, e assim
sucessivamente até que a célula grossa alcance o tamanho desejado, ou ndo haja mais nenhum
vizinho a ser adicionado.

Utilizando a nomenclatura proposta por [2] a célula da malha fina cujos vizinhos estdo
sendo examinados ¢ conhecida como “pai”, e estes vizinhos sdo conhecidos como “filhos”. E
o0 “pai” do corrente “pai” ¢ conhecido como “avo”.

O processo inicia com a escolha de um novo “pai”. Para simplificar, os primeiros “pais”
de cada novo bloco sio selecionados na mesma ordem de varredura do solver iterativo. E
procurada uma célula que possui o maior coeficiente de ligagdo com a célula “pai”, que aqui
sera denominada de “possivel filho”. Se esta ¢ encontrada, ¢ efetuada a primeira aglomeragao.
No momento da primeira aglomeragdo ¢ definida que a antiga célula “pai” torna-se célula
“avo”. A célula “filho” torna-se novo “pai”.

Em seguida ¢ efetuado o teste se o numero de células aglomeradas no bloco ¢ menor que
um numero pré-definido de células por bloco. Se sim, o processo de aglomeragao continua.

Seguindo o esquema, agora ¢ feita uma nova procura pelo “melhor filho”, se ele existe.
Existem duas possibilidades de escolha do “melhor filho”: a primeira ¢ a célula que possui
boa posi¢do geométrica no bloco e ainda um grande coeficiente de conexdo com a célula
"pai", sendo denominada de S2. Se ndo for possivel obter uma célula com boa posi¢do
geométrica, o melhor filho fica sendo a célula com a maior conex@o com a célula pai, o S1.

A condi¢do de boa posi¢do geométrica no bloco refere-se ao fato da célula ter outros
vizinhos no bloco além do “pai”.

De qualquer forma, a célula escolhida deve obrigatoriamente satisfazer duas regras
fundamentais. A primeira regra (Eq. (7)) estabelece que o coeficiente que conecta o “pai”
com o “possivel filho” deve ser da mesma ordem ou maior que a metade do valor do

A

coeficiente que conecta o “pai” com o “av0”, ou seja,

max(Aﬁ,Asf)Zmax(Agf,Afg)/L (7)

onde o subscrito f representa a célula “pai”, s a célula “possivel filho” e g a célula “avo”.

Se esta regra for satisfeita parte-se para efetuar o teste da segunda regra. Um “possivel
filho” pode ser aglomerado com o “pai” se o coeficiente que conecta o “pai” com o “possivel
filho” ¢ da mesma ordem ou maior que metade do valor do coeficiente que conecta o
“possivel filho” com seu “melhor vizinho”, conforme pode ser visto na Eq. (8) abaixo

max(Aﬁ,Asf)ZmaX(A A4,)/2, (8)

sn?

onde novamente o subscrito f representa a célula “pai”, s a célula “possivel filho” e # a célula
“melhor vizinho”.

No caso do “possivel filho” S2, ainda € necessario que o coeficiente que o conecta com o
"pai" seja maior que o coeficiente que conecta o “possivel filho” S7 com o "pai" dividido por
quatro. Isto para garantir que a célula além de estar bem posicionada no bloco, tenha um
coeficiente de conexao relativamente grande.

Assim, este procedimento continua até a célula grossa atingir o tamanho especificado ou
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ndo ter mais vizinhos a serem adicionados. Entdo, um novo “pai” ¢ escolhido dando origem a
uma nova célula (bloco) grossa e o processo aglomeragdo continua até que a ultima célula
seja examinada.

Seguindo este procedimento de aglomeracdo € possivel que tenham restado células que
nao satisfizeram as regras e ndo foram aglomeradas em nenhum bloco. Para eliminar este
grande esfor¢o computacional com essas células sozinhas, estas sdo forcadas a juntar-se a
célula (bloco) da malha grossa de seu vizinho com o qual possuem a mais forte conexao.

O tamanho do agrupamento ¢ outro fator que deve ser considerado. Tipicamente a
aglomeragcdao do multigrid classico cria células grossas com blocos de 2x2 células. Assim
fazendo-se um paralelo, pode-se criar aglomeragdes com quatro ou cinco células. Ainda, o
uso de agrupamentos com um pequeno nimero de células faz com que o valor da correcao
para o bloco seja menos distorcido.

Assim, sdo necessarios varios niveis hierarquicos de malhas grossas dependendo
principalmente de quao fina ¢ a malha original.

Considerando um problema de condugdo de calor onde temos somente uma varidvel a ser
calculada fica 6bvia a escolha de qual coeficiente do volume de controle considerado sera
utilizado como base para efetuar a aglomeracdo, porém no caso de problemas acoplados o
esquema de aglomeracdo das células deve ser feito baseado nos coeficientes da varidvel ou
nos coeficientes do conjunto de varidveis que melhor represente o problema fisico e as demais
variaveis presentes no problema sdo aglomeradas seguindo o mesmo esquema. No caso de
problemas de escoamentos, a variavel mais importante, geralmente, ¢ a pressdao, porém sao
feitos testes utilizando todas os coeficientes presentes na matriz do volume de controle além
de normas, traco e determinante desta matriz de coeficientes para comprovar quais técnicas
trardo melhores resultados. No proximo item serdo explicados alguns esquemas de
aglomeragdo que foram testados.

3.1 Esquemas de aglomerac¢iao em problemas acoplados

Considerando um problema de escoamento bidimensional, onde o conjunto de equagdes
(equagdes da conservagdo da quantidade de movimento linear nas direcdes x € y € equagao de
conservacdo da massa) ¢ aproximado de forma acoplada obtém-se um sistema de 3xN
equagdes a 3xN incognitas (com N igual ao nimero de volumes de controle). Este sistema
linear ¢ dividido em "blocos" onde cada um dos blocos representa um dos volumes de
controle com seus nove coeficientes.

A matriz de coeficientes e os vetores das incognitas e dos termos independentes sdo
mostrados na Eq. (9) abaixo

a ] 4] 4]
[al=|[am] o] o] [ol=
[APM] [APV] [PP]

Tem-se a tarefa de escolher entre os nove coeficientes da matriz 4 (da Eq. (9) acima) ou
entre alguma possivel combinagcdo que envolva estes coeficientes, qual serd o valor base

Blt
[B]=|8"|. )
BP

N R
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utilizado para realizar a aglomeragao.
Neste trabalho foram testados os nove coeficientes da matriz acima, além de alguns tipos
de normas, trago e o determinante de matriz, os quais sdo vistos em mais detalhes a seguir.

3.1.1 Norma de Frobenius

A norma de Frobenius de uma matriz ¢ definida por

IIAIIF{ZZ\%\] : (10)

j=1 i=1

Esta norma pode ser vista como a norma 2 da coluna (ou linha) de um vetor. No caso da
matriz 4, consiste no somatorio de todos os elementos da matriz elevados ao quadrado, sendo
entdo extraida a raiz do somatorio.

A norma de Frobenius também pode ser definida da seguinte forma

|4], = [tr(AHA)]% = [zr(AAH)]%. (11)

onde A™ ¢ a matriz hermitiana e # é o trago da matriz.
Como os coeficientes das matrizes utilizadas neste trabalho sdo sempre niimeros reais, a
equagdo acima pode ser escrita como

4], =[zr(ATA)]% =[tr(AAT)}%. (12)

onde A" é a matriz transposta.

Os resultados obtidos por meio da aplicagao da Eq. (10) ou da Eq. (12) sdo os mesmos,
porém o que difere ¢ o tempo de computacdo necessario para efetuar um procedimento ou
outro. O procedimento apresentado na Eq. (12) acaba sendo mais custoso
computacionalmente do que o procedimento da Eq. (10).

3.1.2 Norma da Soma (colunas):

A norma da soma de uma matriz ¢ definida por

|4), = max > ]a,|. (13)

,,,,,

e corresponde a0 maximo dos somatorios dos modulos dos elementos das colunas.

' Matriz hermitiana ¢ uma matriz complexa que satisfaz a seguinte relagdo: a, =a,, onde a; ¢ o complexo

conjugado de a; .

0 trago de uma matriz é definido como o somatério dos elementos da diagonal principal da matriz.
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3.1.3 Norma do Maximo (linhas):

A norma do maximo de uma matriz ¢ definida por

m
4], = max D |a,]. (14)
o £
e corresponde a0 maximo dos somatorios dos médulos dos elementos das linhas.

3.1.4 Norma Euclidiana:

A norma euclidiana de uma matriz ¢ definida por

)}

4], =[p(AHA)]% =[p(AAH)}A. (15)

onde p(A4) designa o raio espectral da matriz 4.

O raio espectral de uma matriz 4 ¢ definido como

p(A)=lr:111a>§|/”ti|. (16)

.....

onde A, ..., 4, sdo os autovalores de A4.
Assim, o raio espectral de uma matriz ¢ definido como o maior autovalor dessa matriz.

3.1.5 Traco da matriz

O trago de uma matriz quadrada, de ordem n, ¢ igual a soma dos elementos da sua
diagonal principal. Assim

tr(A) = Zn:aﬁ . 17)

3.1.6 Determinante da matriz

Considerando uma matriz 4 no formato

a,; 4, dy

[A]=|ay ay ay| . (18)

a3 43 4y
O determinante de uma matriz 3x3 pode ser calculado por
det (A) = al 1a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a13a22a31 - al ]a23a32 - al2a21a33 (19)

No préximo item serd mostrado o esquema numérico o qual serd utilizado para aproximar
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o sistema de equagdes e no qual o método ACM com aglomeracao adaptativa sera testado.

4. METODO DOS VOLUMES FINITOS BASEADO EM ELEMENTOS (EbFVM)

O método de Volumes Finitos baseado em Elementos (Element based Finite Volume
Method — EbFVM) ([4] e [7]) foi o método escolhido para efetuar a aproximacao das
equacdes utilizadas para resolver os problemas de escoamento de fluidos e transferéncia de
calor. Neste método, o dominio computacional ¢ coberto por elementos, sendo que a partir
destes sdo construidos os volumes de controle.

Os volumes de controle sao criados utilizando-se o método das medianas, o qual consiste
em juntar-se o centro dos elementos com as suas medianas. O volume de controle resultante €,
entdo, formado por subvolumes de controle (SVC) de elementos vizinhos. Os fluxos obtidos
da integragdo das equacdes de conservagdo sdo avaliados nos pontos de integracdo. Quanto
mais pontos de integracao na superficie do volume de controle, mais bem aproximada estara a
equacdo. Varias regras de integra¢do podem ser usadas para representar melhor os fluxos na
superficie usando pontos de integragdo e esquemas de interpolagao.

Para que o esquema numérico permita a varredura por elementos, o calculo de qualquer
propriedade ou informagao geométrica no ponto de integragdo deve depender somente dos
valores da varidvel e dos dados geométricos armazenados nos nds os quais definem o
elemento.

Na Fig. 2 temos um exemplo de uma geometria discretizada por quadrilateros,
enfatizando as diferengas entre elementos (quadrilateros) e volumes de controle, os quais sao
construidos ao redor dos nds da malha. O elemento ¢ definido por meio das coordenadas dos
n6s da malha e nos nos estdo armazenadas as incognitas do problema.

Ponto de integracdo

Volume de controle

Elemento

Figura 2 Elemento e volume de controle no EbFVM.

Cada elemento na malha ¢ tratado de forma individual no EbFVM ndo importando quao
distorcido o elemento possa estar em termos de coordenadas globais. Isto € possivel devido ao
uso de coordenadas locais.

Para escoamentos bidimensionais sem transferéncia de calor, como ¢ o caso do problema
da cavidade com tampa movel, aqui analisado, as equagdes apresentam-se no seguinte
formato
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5 5
9 9 (pv)=0
o P+ (1) =0, (20)
8(pu) 0 0 _oP 0 (&t 8uj 0 ou Ov
o o)ty ()= 6‘x+6x(ﬂ x aw)) e My ) @D
d(pv) o o 0P 0 v ou d v ov
o o)y ()= 8y+8x(ﬂ[éx+OyDJr&y(ﬂ(@er@yD’ 22)

Nas Egs. (21) e (22) pode-se notar a presenca de uma parcela a mais do tensor tensao.
Esta parcela poderia ter sido simplificada, porém foi mantida com o objetivo de manter
implicitamente nas equagdes da quantidade de movimento a influéncia das duas componentes
do vetor velocidade (em um problema bidimensional). A presenca de todas as componentes
do vetor velocidade em todas as equacdes ¢ importante pois permite o acoplamento entre as
equacgdes quando ndo se deseja empregar métodos segregados de solugdo para o tratamento do
acoplamento pressao-velocidade.

A discretizagdo das equacdes diferenciais sobre os volumes de controle pode ser obtida
por meio da integragdo das equacdes diferenciais na forma conservativa sobre o volume de
controle. Escrevendo as Egs. (20), (21) e (22) em um formato geral

olpg) 0 0 ¢ 09 |, oo
———+—\pu p)=—| " — |+ 857, 2
o ox, (o) x| ax, @)
E efetuando a integracdo sobre a Eq. (23), tem-se
a(pg) 0 09 /
[ 22 L + j pu PNV = j r o v+ [star. (24)

Agora utilizando o teorema da divergéncia de Gauss, os termos advectivos e difusivos
podem ser representados sob a forma de integral de area ao invés de volume. Assim a Eq. (24)
assume a forma

[0 o i, [ 2, - [ =0 )
e obtém-se
Mol o )on], 5] (12 o | a0 g

onde o sub-indice P representa o nd considerado, pi sdo os pontos de integragdo, M, ¢ a massa

10
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no volume de controle, o sobrescrito "o" significa o valor no tempo anterior e 4n; ¢ definido
como Ay quando j=1 e -Ax quando j=2.

A equagao para cada volume de controle ¢ obtida pelo somatério dos subvolumes de
controle relacionados a cada n6. Na Fig. 3 tem-se uma malha de quatro elementos, cada qual
sendo dividido em quatro partes pelo método das medianas, dando assim origem aos
subvolumes de controle que formam cada um dos elementos considerados.

Figura 3 Representagdo do volume de controle e dos elementos envolvidos na sua formagao.

Quanto as fun¢des de interpolacdo empregadas no EbFVM para avaliar as funcdes e
derivadas nos pontos de integracdo da Eq. (26), optou-se neste trabalho pela utilizacdo do
método FIELDS (Finite Element Differential Scheme) cujas referéncias sdo encontradas em
[4] e [7]. A razdo para a escolha deste método foi este propde as proprias equagdes do
movimento como funcdes de interpolacdo para as varidveis armazenadas nos pontos de
integracdo, fazendo com que os efeitos da fisica do escoamento sejam incorporados.

5. RESULTADOS

O problema da cavidade com tampa modvel ¢ um problema bastante importante para a
validagdo de codigos computacionais pois, apesar de ser um problema bastante simples,
possui as principais dificuldades encontradas em solugdes numéricas como o tratamento do
acoplamento pressdo-velocidade e das ndo-linearidades presentes no problema,
principalmente, devido aos termos advectivos.

Para avaliar o desempenho do método ACM, diferentes situagdes fisicas e parametros do
multigrid serdo empregados e testados no problema da cavidade com tampa mével, como

e Malhas ndo-estruturadas com 1089, 2627, 10167, 25681 e 62883 volumes;

e Numeros de Reynolds 100, 400 e 1000;

e Ciclos multigrid: V, W e F;

e Solvers internos do multigrid: Gauss-Seidel (ACM/GS) e ILU (ACM/ILU), sendo
que no ultimo nivel (malha mais grossa) ¢ utilizado o solver direto LU;

e Funcdes de aglomeracao do multigrid.

5.1 Cavidade com tampa movel com numero de Reynolds igual a 100

Neste primeiro teste sdo comparados os resultados do multigrid obtidos com os ciclos V,

11
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W e F. Para isso ¢ necessario que alguns parametros sejam definidos a fim de tornar essa
comparac¢do possivel como, por exemplo, o niimero maximo de células na malha grosseira,
que definira quando o solver direto passa a ser empregado. Alguns testes preliminares
mostraram que a escolha de 60 células (volumes) como nimero maximo de células para
utilizar o solver direto gerou bons resultados, entdo esse parametro foi escolhido. Da mesma
forma foi necessario definir o numero de células da malha fina que dao origem a um bloco
(célula) da malha grossa. Este numero foi definido igual a 4.

O procedimento de aglomeragao foi realizado somente no inicio do processo (com base
no primeiro sistema linear), e o coeficiente escolhido como critério para efetuar a
aglomeragdo ¢ o coeficiente da varidvel pressdo da equagdo de conservacdo da massa. Este
coeficiente foi escolhido porque no caso de problemas de escoamentos a variavel mais
representativa ¢, geralmente, a pressdo e também com base em informacdes obtidas na
literatura uma vez que esse coeficiente foi utilizado por Raw [5] em seus trabalhos
apresentando bons resultados. Por fim, o residuo maximo permitido na solu¢do do sistema
linear ¢ 10°.

Utilizando o solver Gauss-Seidel como solver interno do método ACM (ACM/GS),
obtém-se os resultados mostrados na Fig. 4(a), onde na ordenada tem-se o tempo de
processamento € na abscissa tem-se o nimero de volumes de controle de cada uma das 5
malhas empregadas. Tragando a reta de tendéncia para ACM/GS ciclo W, que ¢ o ciclo que
obteve os melhores resultados, tem-se y = 7E-04x"'** ¢ R’ = 1,0 que concorda com a
literatura que aponta os métodos multigrid como aceleradores de convergéncia que levam os
solvers iterativos a tornarem-se de primeira ordem (O (n')), onde n é o numero de nods da
malha fina. J4 para GMRES, y = 6E-07x>'%"% ¢ R? = 0,99.

Partindo-se para o uso do solver interno ILU, a reta de tendéncia encontrada para o
ACM/ILU ciclo W é y = 7E-04x""% com R’ = 1. Seus resultados sdo mostrados na Fig. 4(b).

100000 100000

—+— ACM/GS ciclo V —+— ACM/ILU ciclo V
62883
=z "M/GS ci = ACM/I i
f 10000 4 ACM/GS ciclo W Z 10000 CM/ILU ciclo W
E —¥k— ACMIILU ciclo F E —¥— ACM/ILU ciclo F
g y = 6E-07x*10"8 £
g 1000 ——GMRES g 1000 A ——GMRES
4 g
E — — Reta de Regressa § Reta de Regressio
= 100 A de GMRES = 1001 ACMILU ciclo W
d Reta de Regressa =
é. ACM/GS ciclo W é_ 2627
S 10 4 y = 7TE-04x"142%4 K] 10 4 y = 7E-04x"158°
1089
1 T T 1 T T
100 1000 10000 100000 100 1000 10000 100000
Numero de Volumes de Controle Nimero de Volumes de Controle
(@) (b)
Figura 4 Comparacgao entre o so/ver GMRES e os diferentes ciclos de ACM para cavidade Re = 100: (a) ACM/GS
e (b) ACM/ILU.

Na Fig. 5 ¢ mostrada a comparagdo entre os métodos ACM/GS e ACM/ILU, para o ciclo
W, pois este obteve os melhores resultados. Para este caso onde o nimero de Reynolds
considerado ¢ baixo, 0 método ACM/GS mostrou ser a melhor opgao.
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100000

—4+— ACM/GS Ciclo W
ACM/ILU Ciclo W
—8— GMRES

62883

10000

1000

100

Tempo de Processamento (s)

10 4

1

100 1000 10000 100000

Niimero de Volumes de Controle

Figura 5 Comparag@o entre o solver GMRES ¢ os métodos ACM/GS ciclo W ¢ ACM/ILU ciclo W para
cavidade Re = 100.

No préoximo teste sdao comparados os esquemas de aglomeragdo que foram
implementados a fim de decidir qual coeficiente ou conjunto de coeficientes serd escolhido
como base para efetuar-se a aglomeragdo. Até agora, em todos os testes foi utilizado o
coeficiente da variavel pressdo da equagdo de conservagdo da massa, o A”” da Eq. (9). A partir
desse momento serdo testadas as outras possibilidades apresentadas no item 3.

Na Tab. 1 associa-se um pardmetro numérico correspondente a cada esquema de
aglomeragdo definida neste trabalho. Quando for referenciado o esquema de aglomeragado 11,
por exemplo, sabe-se que foi utilizada a norma da soma da matriz como critério de
aglomeragao.

Pardmetro para a . N
P Definigdo da aglomeragdo

Aglomeracdo

1 Coeficiente A" da matriz do volume de controle.

2 Coeficiente A" da matriz do volume de controle.

3 Coeficiente 4" da matriz do volume de controle.

4 Coeficiente 4™ da matriz do volume de controle.

5 Coeficiente A" da matriz do volume de controle.

6 Coeficiente 4" da matriz do volume de controle.

7 Coeficiente 4™ da matriz do volume de controle.

8 Coeficiente 4™ da matriz do volume de controle.

9 Coeficiente 4™ da matriz do volume de controle.
10 A norma de Frobenius definida como ||A|| P = ‘aij‘

j=1 i=l

11 A norma da soma ||A||1 = /max ;‘ag‘ .

Jj=l...m

13
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Parametro para a Defini¢do da aglomeragdo

Aglomeragdo
12 A norma do maximo ||A||w = max i|ai,| .
i=l,..,n = k
13 A 2 1: _ H % _ H %
norma euclidiana ||A||2 —[p(A A)] = [p(AA )J .
A norma de Frobenius definida de forma diferenciada
M =) =)
15 O trago da matriz tr(A) = Zn:aﬁ .
i=1
16 O determinante da matriz

det(A) =00y 053 T A1,05305, F 0130503, — A130,5,03) — Q) U305, — 105,05

Tabela 1 Parametro numérico correspondente ao tipo de esquema de aglomeragao.

Outros parametros utilizados nesta se¢do, onde ¢ feita a comparacdo entre os diversos
esquemas de aglomeragdo, sdo definidos na Tab. 2.

e Tipo de ciclo multigrid = W

e  Solver interno =  Gauss-Seidel
e Numero de células maximo para o solver direto = 60

e Numero fixo de iteragdes do solver iterativo = 5

e Numero maximo de ciclos = 50

e Aglomera somente no inicio do processo = Sim

e Residuo maximo aceito da solucdo = 107

Tabela 2 Pardmetros adicionais para o método ACM.

Os esquemas que apresentaram os melhores resultados na malha mais fina (62883
volumes) foram escolhidos para serem testados nas outras malhas e seus resultados sao
mostrados na Tab. 3. Nas malhas mais finas, os esquemas 16 e 1 mostraram os melhores
resultados, ja nas malhas mais grossas fica dificil avaliar o comportamento dos esquemas,
pois os resultados possuem valores muito proximos.
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Tempo de Processamento (s)

Esquema de
Aglomeraciio Malha 1089 Malha 2627 Malha 10167 Malha 25681 Malha 62883
volumes volumes volumes volumes volumes

1 1,86 5,313 24,39 66,453 191,375
9 1,718 4,954 23,093 69,281 214,266
10 1,734 5,235 2425 68,766 215,703
11 1,828 5,235 24,297 66,156 216
12 1,719 5,234 24,219 69,047 215,812
13 1,875 5,359 23,547 67,265 219,672
14 1,766 5,344 24,625 70,312 218,39
15 1,859 4,969 24,421 69,828 214,5
16 1,828 5,485 24,437 63,844 189,937

Tabela 3 Tempos de computagdo para os esquemas de aglomeragdo em diferentes malhas para o
problema da cavidade com tampa mével com Re = 100.

Para este problema também foi testada a realizagdo do procedimento de aglomeragao toda
vez que o sistema linear ¢ modificado, porém isso nao melhorou a eficiéncia do método
multigrid, e por isso esses resultados nao sdo aqui apresentados.

Na Fig. 6 ¢ mostrada a malha original e na Fig. 7 sdo mostrados os trés niveis de
aglomeragdo da malha de 1089 volumes utilizando o esquema de aglomeracdo 16, o qual
obteve os melhores resultados. Pode-se perceber que os volumes de controle das malhas
grossas (que foram construidas a partir do processo de aglomeragdo) apresentam formas
bastante irregulares e a aglomeracdo pode ocorrer pela conexdo entre os vértices dos volumes
de controle, pois os volumes vizinhos ndo precisam necessariamente estar conectados pelas
faces. Na Fig. 7(c) podemos ver algumas dessas aglomeragdes que aparecem preenchidas com
a mesma cor.

Figura 6 Malha original com 1089 volumes de controle.
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Figura 7 Malhas resultantes da aglomeragdo adaptativa esquema 16 com (a) 336 volumes, (b) com 124 volumes
e (c) com 43 volumes.

5.2 Cavidade com tampa mével com niimero de Reynolds igual a 400

Utilizando os mesmos parametros do problema anterior, iniciam-se os testes
considerando Gauss-Seidel como solver interno do método ACM (ACM/GS), cujo
desempenho pode ser visto na Fig. 8(a). O ciclo W obteve, novamente, os melhores resultados
seguido pelo ciclo F e pelo ciclo V. Determinando a reta de regressao para ACM/GS ciclo W,
tem-se y = 1,2E-03x""*” com R’ = I e para GMRES, y = 7E-07x*?"% com R? = 0,99.

Considerando, agora, como solver interno do método ACM o solver ILU (ACM/ILU)
obtém-se os resultados mostrados na Fig. 8(b). Pode-se observar que os trés ciclos multigrid
obtiveram resultados muito proximos. A reta de regressdo para o ciclo W (que obteve
resultados um pouco melhores que os outros ciclos) do ACM/ILU é y = 1,2E-03x"** com R’
=1.

Vale a pena ressaltar que as retas de regressao do ACM/GS ciclo W e do ACM/ILU ciclo
W possuem inclinagdo muito proximas como pode ser visto na Fig. 9, sendo que ACM/GS
obteve resultados um pouco melhores.

100000 100000

62883 —&— ACM/GS ciclo V 62883 —— ACM/ILU ciclo V
Z 10000 4 y = 7E-07%4'% ACM/GS ciclo W % 10000 4 ACM/ILU ciclo W
£ —%— ACMIGS ciclo F £ —%— ACM/ILU ciclo F
g
£ E
g 1000 1 —8—GMRES g 10007 —6—GMRES
b4 9
2 2 -
= Reta de Regressdq & — Reta de Regressdo
S 100 ACM/GS ciclo W s 1004 ACMILU ciclo W|
'g — — Reta de Regressa g
g- de GMRES £
& 10 4 & 10 1 y = 1,2E-03x" 1463
a 1089 y = 1,2E-03x"1425 1089
1 T T 1 T T
100 1000 10000 100000 100 1000 10000 100000
Numero de Volumes de Controle Niimero de Volumes de Controle

Figura 8 Comparacgdo entre o so/lver GMRES ¢ os diferentes ciclos de ACM para cavidade RE = 400: (a) ACM/GS e
(b) ACM/ILU.
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100000

—+— ACM/GS Ciclo W
ACM/ILU Ciclo
—e— GMRES

10000

1000 -

100 4

Tempo de Processamento (s)

100 1000 10000 100000

Numero de Volumes de Controle

Figura 9 Comparagao entre o solver GMRES e os métodos ACM/GS ciclo W e ACM/ILU ciclo W para
cavidade RE = 400.

Apesar do método ACM/GS ter apresentado resultados um pouco melhores que o
ACM/ILU, este apresentou uma variagdo bastante grande na quantidade de iteragdes
necessarias para atingir a convergéncia do sistema linear, dificultando o ajuste de parametros
do multigrid. Por isso optou-se por utilizar o método ACM/ILU nos casos mostrados a seguir.

Na Tab. 4 sdo apresentados os tempos de computagdao dos esquemas de aglomeracao que
tiveram melhores resultados. De modo geral fica dificil determinar qual o esquema apresentou
os melhores resultados, pois isso depende da malha que estd sendo considerada. Na malha
mais fina o esquema 16, seguido do 10, apresentou os menores tempos de computacao. J& na
malha de 25681 volumes, os menores tempos foram obtidos utilizando os esquemas 10 e 11.
Assim, de uma forma geral, o esquema 10 foi o que tornou o multigrid mais rapido.

Tempo de Processamento (s)

Ssquemade 1089 Malha2627  Malha 10167 Malha 25681 Malha 62883

Aglomeracdo

volumes volumes volumes volumes volumes

1 3,859 10,5 48,282 147,703 430,563
9 3,859 10,922 48,218 147,203 426,359
10 3,844 10,953 48,25 146,125 417,516
11 3,859 10,469 48,032 146,765 427,625
12 3,875 10,922 48,125 147,843 427,516
13 3,907 11,031 48,437 148,61 430,454
14 3,891 11,109 48,672 148,969 420,125
15 3,828 10,921 48,141 147,5 426,343
16 4,156 11,641 52,062 153,5 416,547

Tabela 4 Tempos de computagdo para os esquemas de aglomeragdo em diferentes malhas para o
problema da cavidade com tampa movel com Re = 400.

Na Fig. 10 sdo mostrados os trés niveis de aglomeracdo da malha de 1089 volumes
utilizando o esquema de aglomeracdo 10. Pode-se perceber que os volumes de controle das
malhas grossas apresentam, novamente, formas bastante irregulares. E como antes, elas foram
obtidas de forma a ndo aparecer uma dire¢ao preferencial, conforme o esperado no caso de
um problema isotrdpico.
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Figura 10 Malha resultante da aglomeragdo adaptativa esquema 10 com (a) 283 volumes, (b) com 78 volumes e
(c) com 20 volumes.

9

5.3 Cavidade com tampa moével com nimero de Reynolds igual a 1000

Considerando os mesmos parametros dos problemas anteriores e iniciando a analise com
o0 uso do solver interno Gauss-Seidel, notou-se que com o aumento do numero de Reynolds,
Gauss-Seidel apresentou dificuldades de convergéncia. Esta sé foi atingida com a redugdo do
passo de tempo utilizado no método EbFVM, comprometendo, assim, o tempo de solugdo do
problema. Sendo assim, na Fig. 11 sdo apresentados os resultados utilizando como solver
interno do método multigrid o ILU (ACM/ILU).

Nos exemplos anteriores, o ciclo W apresentou resultados muito préximos ao ciclo F,
mas sempre melhores que este ultimo. Porém neste exemplo, o ciclo F apresentou resultados
um pouco melhores, assim optou-se por tragar a sua reta de regressdo. Dessa forma obtém-se
y = 2,8E-03x""*" com R* = I para ACM/ILU ciclo F ¢ y = 3E-06x>"""’ com R’ = 0,99 para
GMRES, o que segue um padrdo para retas de regressdo com inclinagdo similar para os trés
diferentes numeros de Reynolds testados pelo multigrid e pelo GMRES.

100000

—+— ACM/ILU ciclo V
63001
ACM/ILU ciclo W
10000

—#— ACM/ILU ciclo F

25921,
1000 4 y = 9E-06x"%%° 7 —8—GMRES

10201/

Reta de Regressio
ACM/ILU ciclo W
— — Reta de Regressiao
de GMRES

100

Tempo de Processamento(s)

y = 3,2E-03x"06%%

100 1000 10000 100000

Nimero de Volumes de Controle

Figura 11 Comparagdo entre o solver GMRES e os diferentes ciclos do ACM/ILU para cavidade Re = 1000.

Analisando os esquemas de aglomeracdo, na malha mais fina, de 62883 volumes de
controle, Tab. 5, o esquema 9 apresentou um ganho consideravel em relagdo aos outros
esquemas. Porém na malha de 25681 volumes os esquemas 10, 11 e 14 apresentaram os
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melhores resultados. Neste caso, ¢ possivel apontar esses quatro esquemas, de forma geral,
como os melhores.

Tempo de Processamento (s)

fsq“ema e~ lalha 1080  Malha2627  Malha 10167  Malha 25681  Malha 62883
glomeracao
volumes volumes volumes volumes volumes

1 5,75 15,25 66,875 179,031 514,391
9 5,734 15,703 65,453 180,984 499,813
10 5,688 15,328 65,25 178,64 513,922
11 5,75 15,235 66,953 178,375 513,078
12 5,718 15,266 65,125 179,593 513,547
13 5,781 15,453 67,485 179,578 518,391
14 5,75 15,422 65,844 178,985 514
15 5,797 15,734 65,5 184,266 510,735
16 6,375 16,719 70,032 186,562 510,734

Tabela 5 Tempos de computagdo para os esquemas de aglomeragdo para o problema da cavidade com
tampa movel com Re = 1000.

Na Fig. 12 sdo mostrados os trés niveis de aglomeracdo da malha de 1089 volumes
utilizando o esquema de aglomeragao 9.
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Figura 12 Malha resultante da aglomeragao adaptativa esquema 9 com (a) 281 volumes, (b) com 75 volumes e
(c) com 21 volumes.

6. CONCLUSOES

Dentre as principais conclusdes pode-se citar:

e A respeito dos ciclos do multigrid, foram testados os trés ciclos V, W ¢ F, tendo o
ciclo W o melhor desempenho na maioria dos problemas. No problema da cavidade
com tampa mével com Re = 1000, o ciclo F obteve um desempenho apenas um pouco
melhor. Assim, com base nos testes aqui realizados a configuragdo do ciclo W, que
efetua a maior parte do "trabalho" de solucdo dos sistemas lineares nos niveis de
malhas mais grossas mostrou ser a melhor opcao para resolugdo dos varios niveis de
sistemas lineares definidos para cada problema.

19



Susie Cristine Keller, Jonas Cordazzo, Clovis Raimundo Maliska e Tiago Zolet

Quanto ao uso do solver interno do método ACM, o ILU mostrou-se mais robusto que
o Gauss-Seidel obtendo a convergéncia mesmo nos casos em que o Gauss-Seidel
falhou. Em alguns casos como o problema da cavidade com tampa médvel com numero
de Reynolds baixo, o Gauss-Seidel mostrou um desempenho um pouco melhor que o
ILU.

Quanto ao esquema de formacdo das malhas grossas, a literatura apresenta modelos
que empregam apenas o coeficiente da variavel pressao na equacao de conservagao da
massa como parametro principal nas regras de aglomeragdo. Neste trabalho esta op¢ao
foi comparada com novos parametros. Foram concebidos dezesseis critérios possiveis
para efetuar a aglomeragdo. Os nove critérios inicialmente propostos vém da propria
matriz do volume e os outros sete foram concebidos levando em conta valores
caracteristicos da matriz de coeficientes. Foi verificado que o esquema usualmente
empregado apresenta de fato bons resultados, mas que também ¢ possivel empregar
nas analises outros esquemas como, por exemplo, a norma de Frobenius e¢ o
determinante da matriz (esquemas 10 e 16 da da Tab 1).

Embora este trabalho tenha contribuido para um maior entendimento do comportamento
do multigrid ACM face a seus diversos parametros, ainda existe um bom nimero de
parametros a serem testados a fim de torna-lo um so/ver cada vez mais robusto.
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